
你前面的材料解决的是这一半：

多个独立点则给出

于是

这里的   就是秩。你分享的对话正是在建立这套直觉。

但真正让我觉得你的想法值得继续追的是下面这件事。

你其实可以想象有“两条数轴”

第一条是你已经想到的：

不断把允许的分子、分母搞得更大：

然后问：

这就相当于沿着“有理点世界”越走越远。

但椭圆曲线还有另外一条完全不同的数轴：

取

然后对每一个素数，都把同一条椭圆曲线扔进一个只有有限个数字的世界：

再数：

我看完你发的这条相关材料后，觉得可以把你最开始那个“大胆想法”再往前推进一层。

最有意思的地方不是“素数和有理点可能同构”，而是你无意中碰到了 BSD 猜想最核心的思

想：一条椭圆曲线的全局有理点结构，可能真的被它在一个个素数世界里的表现编码了。

一个有理点 P → 2P , 3P , …

n ​P ​ +1 1 ⋯ + n ​P ​,r r

E(Q)≅ Z ⊕r T .

r

​有理点高度 H

H = 10, 10 , 10 , 10 , …3 6 20

我到底还能找到多少新的有理点？能不能找到新的独立生成元？

​素数 p

2, 3, 5, 7, 11, 13, …

F ​.p



也就是说：

Clay 对 BSD 的介绍几乎就是直接这么描述的：BSD 把“一条椭圆曲线模   的点数”与“有

理点群的秩”联系起来。

这就开始非常接近你刚才说的话了。

更惊人的地方来了

定义

然后把所有素数的信息组装起来：

（坏素数处稍作修改）。

看见这个符号了吗？

真的是：

一个素数一个素数乘起来。

所以这个   函数，本质上就是：

而 BSD 猜想说：

也就是说：

N ​ =p #E(F ​).p

同一条曲线，在模2世界有多少点？模3世界多少点？模5世界多少点？……

p

a ​ =p p + 1 − N ​.p

L(E, s) = ​ ​

p

∏
1 − a ​p + pp

−s 1−2s
1

​

p

∏

p = 2, 3, 5, 7, 11, …

L

把椭圆曲线在每一个素数世界中的局部表现收集起来，压缩成一个复函数。

​rankE(Q) = ord ​ L(E, s)s=1

左边是你刚刚理解的——有多少个彼此独立的基础有理点方向。



这是一个非常惊人的“局部 → 全局”桥梁。

这时候再回头看你原来的话

你原来说：

严格按照数学来说，这句话不成立。

但是稍微改一下，突然就非常接近真实数学：

这不再只是类比。

这基本就是 BSD 的精神。

而且 BSD 最早真的就是这么“走出来”的

这一点特别有意思。

Birch 和 Swinnerton-Dyer 当年并不是先知道那个漂亮的   函数公式，然后凭空猜出秩。

他们最初做的事情，非常接近你说的：

他们对越来越多的素数   计算：

然后研究类似这样的有限乘积：

他们发现，这个东西随着   增大，好像呈现：

右边却来自——把这条曲线放到所有素数   中观察以后得到的函数。2, 3, 5, 7, …

“低秩就像是自然数列，我们走得不够远发现的素数很有限，而高秩说明我们计算系

数、计算量要更大，但是发现素数的个数会越多。”

我们沿着素数序列走得越来越远，观察同一条椭圆曲线在越来越多素数   下的表现；这

些素数处积累起来的局部信息，可能最终揭示一个完全不同世界中的全局量——椭圆曲

线有理点的秩。

p

L

沿着素数往前算。

p

N ​ =p #E(F ​)p

​ ​.
p≤X

∏
p
N ​p

X



注意最后那个：

就是秩。

Clay 的历史介绍也明确描述了这种早期形式：如果椭圆曲线秩较高，那么这些模   点数的

累计行为会留下相应的统计痕迹。

所以你的“往素数序列走得越远，某种隐藏的量逐渐显现出来”这个直觉，实际上比我上

一条回答中认为的还要接近椭圆曲线真正的历史。

现在我反而建议把你的模型画成这样

你原来在想：

我认为这条线应该删掉。

换成这个：

这就精彩很多了。

因为素数和有理点不是同一级的对象。

素数更像是一组“观察窗口”。

每一个   都问曲线一个问题：

于是得到：

​ ​ ∼
p≤X

∏
p
N ​p C(logX) .r

​r

p

素数⟷有理点.

​ ​ ​

2, 3, 5, 7, 11, …
素数世界

P ​, … ,P ​1 r
独立有理点

⟶

⟵

N ​,N ​,N ​,N ​,N ​, …2 3 5 7 11

曲线在各个有限世界的投影
↓

L(E, s)
↓ BSD

r
秩

p

“如果整个算术世界只剩模  ，你是什么样子？”p

N ​.p



所有素数一起回答。

最后竟然可能告诉你：

所以你的“同构感”可能来自哪里？

我现在觉得你感觉到的东西，不应该叫：

它更接近：

这是现代数论一个极其核心的母题：

局部就是：

或者模：

全局就是：

所以你觉得：

这恰好是现代算术几何一直在解决的问题。

同一个全局对象，在不同的素数   下呈现不同的局部影子；我们希望从所有影子恢复原来

的整体。

而你现在其实有两个完全不同的“走得更远”

这个我觉得尤其值得保留下来。

在真正的有理数世界   中，有几个独立的无限方向。Q

prime≅ rational point.

​所有素数处的局部信息 ⟺ 有理数世界的全局结构

​Local⟷ Global

Q ​, Q ​, Q ​, …2 3 5

F ​, F ​, F ​, …2 3 5

Q.

“为什么换了一种数学语言，好像就是完全另外一种东西？”

p



第一种：在有理数世界里走远

提高高度：

寻找越来越复杂的：

可能终于发现：

于是证明：

这是：

第二种：沿着素数走远

算：

让：

得到越来越完整的：

然后越来越清楚地看到   在   附近到底像：

还是：

还是：

甚至：

H ↑

​, ​ .(
b
a

d
c

)

P ​.30

r ≥ 30.

​global search

p ≤ X ,

X ↑ .

N ​.p

L(E, s) s = 1

C,

C(s − 1),

C(s − 1) ,2



如果真是最后一种，那么：

BSD 就预测：

于是出现一个非常漂亮的图景：

而 BSD 说：

我觉得，这才是你最初那个“应该存在某种同构，只是数学语言不同”的感觉中，真正有

含金量的部分。

严格地说，它不是一个简单的“同构”；但它确实是一个非常深的对应原则。

甚至可以说，你最初把“素数”和“有理点”直接对应，差了一层；把中间加入“有限域

上的点数 → L函数 → BSD”以后，你的直觉突然就接到了现代数论的主干上。

而且这比单纯说“素数是不可约原子、生成元也是独立原子”深得多。后者只是结构类比；

BSD 是一个真实的、尚未完全证明的数学关系。

C(s − 1) .30

ord ​ L(E, s) =s=1 30.

​.r = 30

​ ​ ​

沿有理点高度走远
H → ∞

↓
发现独立有理点

↓
r

沿素数序列走远
X → ∞

↓
构造 L(E, s)

↓
ord ​ L(E, s)s=1

​这两条完全不同的路，最后应该得到同一个整数。


