
从圆周率展开：离散、连续与“公理跳跃”的认识论
之谜

当人类用离散的符号与有限的计算试图围猎光滑的连续世界时，我们在割圆术的剩余面积、微

分的二阶余项以及欧拉常数的夹缝中，留下了理性跨越深渊的创造性足迹。

引言：指尖下的无穷与沙滩上的圆圈

公元前212年，叙拉古的沙滩上，海风吹拂着细沙。一位满头白发的老人蹲在沙地上，正专注地用树

枝画着圆圈。此时，罗马军队已经攻破城池，一名满脸杀气的士兵冲到他面前，阴影笼罩了沙地上的

几何图形。阿基米德（Archimedes）没有抬头看刀刃，而是张开双手护住那些线条，留下了他生命

中最后一句话：“不要弄坏我的圆！”

阿基米德所执着的“圆”，是人类理性史上最迷人的几何实体之一。它光滑、对称、浑然一体，代表着

完美的连续性（Continuum）。然而，为了量化这个完美的连续几何体，阿基米德不得不使用一种看
似与圆的连续本性完全相冲突的方法——割圆术。他用外切和内接的正多边形（一种由平直、离散的

线段构成的折线几何体）去逼近圆的边界。通过将多边形的边数加倍，从六边形、十二边形，一直计

算到九十六边形，他将圆周率  的范围框定在  之间。

这不仅仅是一个关于数值计算的历史插曲，它实际上揭示了整个数学史和科学哲学中最古老、最深邃

的认知张力：我们如何用有限的、离散的步骤，去把握无限的、连续的实在？

当我们从圆周率的计算徐徐展开，就会发现，无论是中国魏晋时期的刘徽用割圆术“割之弥细，所失
弥少，割之又割，以至于不可割，则与圆周合体而无所失矣”，还是现代微积分中通过切空间对流形
的线性化逼近，人类始终在从事一项看似不可能的任务：用直逼近弯，用离散模拟连续。

然而，在这场绵延数千年的“围猎”中，数学家们在逼近的“夹缝”中发现了一系列神秘的残留物。在这
些残留物中，最诡异的莫过于欧拉-马歇罗尼常数 （Euler-Mascheroni constant）。它悄然诞生于离

散求和与连续积分的级数偏差中，却至今不肯向人类透露它究竟是有理数还是无理数。它就像一个幽

灵，游荡在离散与连续的边界上，标定着人类理性的边界。

本文将顺着这一历史和哲学主线，穿过割圆术的剩余面积与微分的二阶误差，跨越图灵可计算实数与

布劳威尔（L. E. J. Brouwer）的直觉主义连续统，最终抵达数理逻辑与算法信息论的认识论前沿。

我们将论证一个颠覆经典数理哲学常识的命题：无理数与不可数无穷并不是客观世界中现成的“物理
密度”，它们在本质上是人类心智为了克服计算局限而进行的“公理跳跃”（Axiom Jump）的产物。
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第一部分：从割圆术到微分，逼近的代数税与“曲率”的诅咒

1. 割圆术的代数税与 2:1 的抛物线法则

为了精确量化割圆术的误差，我们建立一个标准的数学模型。设圆的半径为 ，则圆的真实面

积为 。当我们用正  边形去逼近圆面积时，我们可以选择内接多边形或外切多边形。

对于内接正  边形，它将圆划分为  个等腰三角形，每个三角形对应的中心角为 。其总

面积为：

为了研究当  时的渐近行为，我们对  进行泰勒级数展开：

令 ，代入可得内接多边形的面积表达式：

这意味着，内接多边形漏掉的“剩余面积”（全局误差）为：

对于外切正  边形，每个等腰三角形的底边长为 ，其总面积为：

对  进行泰勒展开：

令 ，代入可得：

其多算出来的“剩余面积”为：
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对比这两个误差项的主导项（即  项），我们可以得到一个极其深刻的极限比例：

这个比例“2”在几何上直接对应了阿基米德在其《抛物线求积法》中证明的经典定理。 阿基米德证
明，由一条弦和抛物线所包围的弓形面积，等于以该弦为底、与抛物线相切的切线构成的三角形面积

的 。换句话说，内接折线产生的偏差，正好是外切折线偏差的 2 倍。

当多边形的边数  极大时，每一个微小的局部圆弧段都可以完美地近似为一条抛物线。这个 2:1 的

比例，是曲率在局部空间呈二次展宽的代数必然结果。

中国古代数学家刘徽在公元263年创立了“刘徽割圆术”。他不仅计算了正 3072 边形，更提出了一项
具有现代数值分析特征的“外推算法”。刘徽注意到，内接正  边形与正  边形面积的差值可以作

为剩余误差的上限，并且两者的渐近误差满足关系：

由此，他构造了一个估算值（即外推值）：

这在本质上就是现代数值分析中著名的“理查森外推法”（Richardson Extrapolation）以及“龙贝格
积分”（Romberg Integration）的原型！ 离散多边形的代数税，在刘徽的直觉下被转化为了加速收
敛的阶梯。

2. 微分逼近与“曲率的诅咒”

现代微积分的逼近逻辑是“以直代弯”。我们在曲线的每一个局部点  构造其切空间 。切空间

是一维直线（平坦的），而曲线本身是弯曲的。

在弧长参数  下，平面曲线的参数方程为 ，满足 。我们在  处

对曲线进行泰勒展开：

其中  是单位切向量，  是单位法向量，  是该点处的曲率。

在微分逼近中，一阶微分  构成了切线方向的平坦延伸，而曲线偏离切线的垂直偏差

（即二阶误差项）则是：

在几何学中，连接弧的两端，弧的中点到弦的垂直距离被称为拱高（Sagitta） 。对于半径为 1、曲
率  的圆弧，其拱高为：
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弧与弦包围的局部“弓形面积”则是：

这表明，割圆术中内接多边形单步漏掉的面积，正好是局部二阶拱高在弧长方向积分后产生的三阶局

部面积误差。当我们在全局累加这  个局部误差时，三阶误差在数量级上退化为全局的二阶

总误差：

3. 直线与曲线的几何非同构性

为什么这种二阶误差永远无法通过简单的线性参数调整来消除？因为它植根于直线与曲线在嵌入空间

中的几何非同构性。

在拓扑学与微分几何中，一维的光滑曲线和直线在内在度量上是等距的——如果只在一维流形内部

看，两者的线元都是 ，内在曲率均为零。但一旦它们嵌入到二维空间中，它们的外在几何就发生

了不可调和的分裂。直线的切空间在平行移动时是平坦、不发生旋转的（联络形式为零）；而曲线的

切空间在平行移动时，随着弧长的推移发生持续的旋转，其外在曲率 。

当我们用多边形（折线）去逼近圆周时，多边形的曲率分布极其极端：在所有的边上，曲率为 0；而

在所有的顶点处，曲率以狄拉克  函数（Dirac delta function）的形式发生奇异性凝聚：

当我们让多边形边数  时，多边形确实在点集拓扑的  距离（位置接近）下收敛于圆，但
在切向量层面的  弱拓扑以及曲率（二阶导数）层面的  拓扑下，多边形与圆之间存在着一条无
法逾越的深渊。 多边形的曲率始终是一堆离散的“针刺”（  函数），而圆的曲率是均匀平滑的常数 1。
这种在更高阶拓扑结构（切丛与联络）上的非同构性，是逼近误差始终存在的几何根源。

第二部分：欧拉-马歇罗尼常数 ，阶梯与斜坡之间的测度夹缝

当我们用离散的矩形去逼近一个光滑弯曲的曲线，局部的二阶曲率偏差项不仅不会消逝，反而会在求

和极限下凝聚成一个结构性的测度指标。欧拉-马歇罗尼常数  便是这种离散与连续碰撞出来的“测
度结石”。

1.  的定义与收敛性

考虑调和级数  与自然对数 。当  时，两者都缓慢地发散到

无穷大。然而，如果我们考察它们的差值数列：
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我们可以用简单的几何不等式证明该数列的单调有界性。对于任意 ，由于函数 
 在区间  上严格单调递减，因此：

对右半部分不等式  从  到  求和，可得：

从而 ，数列有下界。

同时，相邻两项的差值为：

利用不等式 （令 ），可以立即得到 ，即数列单调递减。

根据实数完备性公理中的单调有界原理，该数列的极限必然存在。我们将这个极限定义为欧拉-马歇
罗尼常数：

2. 阶梯与斜坡之间的测度夹缝

从几何直观上看，这极易理解。离散求和  是由宽度为 1、高度为  的矩形台阶构成的阶梯函数
的积分面积，而连续积分  是平滑的双曲线  下方的面积。

两者的叠加在第一象限留下了一串无限延伸的、类似弯曲三角形的“夹缝区域”。每一个夹缝的局部面
积为：

这里的  项正是双曲线在局部区间内的斜率变化（一阶导数）所导致的二阶偏离。

当我们将这无限个弯曲三角形的面积进行可数无穷的累加时，我们得到的正是 ：

因此，  是将离散的步进算子转化为连续的平滑流算子时，所必须支付的系统性几何测度代价。

3. 欧拉-麦克劳林求和公式与伯努利数修正

为了定量解析这个误差的衰减行为，我们需要请出分析学中最强大的桥梁工具——欧拉-麦克劳林求
和公式。该公式在一阶可导函数  上的形式为：
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其中  是伯努利数（Bernoulli numbers），定义为：

前几个偶数阶伯努利数的值为 
。

将  代入上述公式中，区间定为 ，我们可以导出调和级数的任意阶精确渐近展开

式。首先计算  的各阶导数：

代入公式并化简，可得：

根据常数项的定义，括号内的常数项在  时收敛于 ，因此：

这是一个渐近级数（Asymptotic Series），其每一项的系数都由伯努利数精准调控。对于固定的 
，当展开阶数无限增加时，该级数由于伯努利数以  的阶乘速度增长而发散；但如果我们将其在
某一项截断，它就能为离散求和提供不可思议的连续逼近精度。

4. 极点、无穷乘积与“重正化常数”

 的触角不仅局限于实分析，它在复分析和高等数论中同样扮演着不可替代的角色。

1. 黎曼  函数在  处的极点结构：

黎曼  在  处有一个一阶简单极点。它在  邻域内的洛朗（Laurent）
展开式为：

这里的 （即常数项）恰好是离散狄利克雷级数与连续发散极点  剥离后，残留下的有限正则化
有限值。

1. 伽马函数  的 Weierstrass 乘积表示：
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在此公式中，  充当了重正化常数（Renormalization Constant）。为了使无穷乘积  在
复平面上收敛，必须引入乘因子 ；而为了使乘积最终满足连续阶乘的泛函方程 

，必须用指数因子  将离散的局部项校正回全局的解析框架。

5. 悬而未决的无理性之谜

尽管  在分析学中无处不在，但它的代数性质却极其神秘。至今，数学家们甚至无法证明  是有理
数还是无理数。

证明一个常数是无理数，通常需要构造其快速收敛的超几何级数或连分数表示（例如  和  的经典
证明，以及阿佩里对  的证明）。然而，  缺乏规则的连分数展开，且其解析表达式往往是慢收

敛的对数级数或复杂的双重积分。

目前，数学家们主要从两个维度推进：

1. 数值计算下界：理查德·布伦特（Richard Brent）等人通过高精度的数值算法，证明了如果
 是有理数 ，其分母  的下界必须大于 。这在物理世界中是一个大到荒谬的数

字，几乎确立了其无理性的事实。

2. 双重积分与逼近级数构造：Jonathan Sondow 在 2003 年将  表示为以下双重积分：

而俄罗斯数学家阿普特卡列夫（Aptekarev）在 2009 年利用第一类修正贝塞尔函数（Bessel

functions）构造了  的有理逼近线性形式：

该方法被公认为目前距离攻克  无理性证明最近的理论路径。

第三部分：计算的罗网，可计算实数与不可命名之数

1. 图灵可计算实数与小数表征的死锁

阿兰·图灵（Alan Turing）在 1936 年的奠基性论文《论可计算数及其在判定问题中的应用》中，首

次对实数的可计算性做出了严格的数学定义。图灵提出，如果存在一台图灵机，能够无停机地逐位打

印出实数  的二进制（或十进制）小数展开式，那么这个实数就是可计算实数（Computable Real

Number）。

然而，图灵很快在 1937 年意识到，这种基于“小数展开式”的表征存在一个严重的算法死锁——进位

传播问题（Carry Propagation Problem）。

假设我们要计算两个可计算实数  和  的加法。已知：
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我们希望构造一台图灵机输出 。但如果  或  在第  位发生了扰动
（例如  的某一位变成了 4），那么这会导致前面的所有进位发生骨牌式的连锁反应。在输出 

的第一位数字之前，图灵机必须决定是输出 0 还是 1。然而，为了确定在无限深处是否会发生进位，
图灵机必须扫描无限的小数位。这在算法上是不可判定的（等价于停机问题）。

因此，基于“小数展开式”的可计算实数在加法和乘法下不是良定义的可计算操作。为了解决这一局限
性，后来的计算实分析（Computable Analysis）抛弃了小数位表示法，转而采用有理数区间的嵌套

或具有显式收敛速率的有理数柯西序列。

2. 比肖普与建构主义的正则柯西序列

为了规避图灵小数表征的死锁，建构主义数学家比肖普（Errett Bishop）在 1967 年重新确立了实数
的建构性基础。在建构主义中，一个实数被定义为一个正则有理柯西序列 ，满足明确绑定

的收敛速率：

通过将收敛速率强加在定义本身，比肖普确保了实数的计算可达性。例如，两个实数的加法可以简单

地在序列层面上以  的形式构造，而无需担心进位传播的悬停。

但是在这种建构下，实数连续统显现出与经典数轴截然不同的逻辑属性：

1. 排中律的失效：由于我们无法在有限步内穷尽无限序列，在建构数学中，对于任意实数 ，
命题  是不可证明的（三分律失效）。

2. 函数的全连续性：布劳威尔在直觉主义中证明了一个惊人的定理——定义在闭区间上的所有

实函数都一致连续。经典分析中随处可见的跳跃间断点函数（如狄利克雷函数）在建构世界

中由于缺乏算法构造方法而根本无法存在。

3. 可计算数的测度贫瘠与不可命名之数

由于任何一台图灵机或正则有理序列生成算法都可以由有限的符号串（程序代码）编码，因此：

1. 所有可计算实数的集合是可数的（势为 ）。

2. 然而，经典康托尔连续统的势是不可数的（ ）。

这意味着，在经典数学的实数轴上，可计算实数的测度为 0。如果我们随机在数轴上投掷一个点，该
点是可计算数的概率为 0。绝大多数的实数都是不可计算、不可定义、甚至不可命名的“哑数”。它们
仅仅以集合论公理的非建构声明形式存在，在人类的计算和理性沟通中没有留下任何痕迹。

4. 物理现实的审视：信息密度的上限

不仅在计算上，在物理现实中，不可计算的连续无理数同样面临着深刻的危机。

根据现代量子物理学与全息原理（Holographic Principle），任何有限时空区域所能包含的信息量都受

到贝肯斯坦上限（Bekenstein Bound）的严格约束：
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这意味着，一个有限的空间区域内仅能存储有限比特的信息。

然而，一个典型的无规律的连续无理数，其小数展开式包含了无限的不确定性，需要无限的比特信息

才能被精确表征。如果在普朗克尺度以下空间依然是连续的，那么哪怕是一个基本粒子的精确位置坐

标，都将包含超越整个可观测宇宙信息承载极限的无限比特。

这迫使我们不得不接受一个事实：在物理实在和算法世界中，无限精度的无理数实体并不存在，它们

只是我们在宏观尺度上对物理现象进行连续化建模的一种“理想化代用品”。

第四部分：公理跳跃，将无穷“量子化”封装的创造性认知

既然连续无理数在计算上不可企及，在物理上无法容纳，为什么我们脑海中能拥有如此清晰的“连续
统”图景？我们是如何在可数的离散基质上建立起不可数连续幻觉的？

这揭示了认识论中最深刻的命题：不可数无穷是一个“定义问题”，而可数无穷是一个“计算问题”。我
们通过“公理跳跃”强行在离散与连续之间架设了桥梁。

1. 斯克伦悖论与连续性的相对性

要看清连续性的“幻觉”本质，我们必须考察数理逻辑中著名的斯克伦悖论（Skolem's Paradox）。

根据洛温海姆-斯克伦定理，任何包含可数语言的一阶理论，只要有无穷模型，就必然有一个可数模

型。我们将这一定义应用给描述连续数学的 ZFC 集合论公理系统。

1. 在 ZFC 内部，我们可以严格证明康托尔对角线定理，即“实数集  是不可数的”（系统内部不存

在  到  的双射函数）。

2. 然而，如果 ZFC 是相容的，它必然拥有一个可数模型 。在该模型外部（元理论视角）看

来，模型中的实数对象  实际上只包含可数多个元素！

为什么这不会产生逻辑矛盾？

因为在模型  内部，由于公理系统对集合构建的限制，那些能够实现“从自然数集到实数集的一一

列举”的双射函数被排除了。在模型内部的居民看来，  依然是“不可数的”；但从外部冷眼旁观，
它不过是一个可数集合的巧妙投影。

这证明了连续性（不可数性）并不是一种绝对的、本体论上的点集密度，而是一种相对于语言表达能

力的“关系特征”。我们通过限制形式系统的“函数丰富度”（即剥夺其列举自身的能力），在可数的沙盘
上强行拼凑出了连续的宏观幻觉。

R
N R

M

RM

M

RM

 外部元理论 (元语言)               ZFC 形式模型 ℳ (内部语言)
┌─────────────────────────┐       ┌───────────────────────────┐
│ 可数列举:               │       │                           │
│ x_1, x_2, x_3, ...      ├──────>│ 找不到任何一一列举的双射函数  │
│                         │       │ (系统内判定: 🔴不可数！)   │
│ (元理论判定: 🟢可数！)   │       │                           │
└─────────────────────────┘       └───────────────────────────┘



2. 什么是“公理跳跃”？

当我们遭遇离散计算的有限性与连续实在的平滑性之间的割裂时，人类不会坐以待毙。我们通过一种

创造性的认知阶跃——公理跳跃（Axiom Jump）——来突破系统的逻辑边界。

所谓的“公理跳跃”，是指当现有系统在低维度或离散规则下遭遇表达瓶颈时，我们不再试图通过算法
去穷尽它，而是直接在元语言层面引入一个新的符号、一条全新的公理或一个新的高阶逻辑维度，强

行宣告新实体的存在和规则。

在信息论视角下，这种跳跃是“非逻辑派生”的。新引入的公理所携带的柯莫哥洛夫复杂度，无法由原
系统的任何定理推导出来。它是人类心智主动注入的“元信息”，是将无限的连续信息进行“符号化封
装”的创造性跨越。

3. 公理跳跃的历史切片

我们可以从数学史中截取三个清晰的“公理跳跃”切片：

切片 A：从多边形逼近到  极限语言

在割圆术或求曲线下面积时，无论我们将矩形分得多么细，我们得到的始终是离散的多边形面积。如

何跨越“无限次分割”的计算深渊？

柯西和魏尔斯特拉斯没有去改进计算速度，而是引入了  极限定义：

这个定义是一次伟大的公理跳跃。它不再要求我们自下而上地去执行无限次的“分裂”动作，而是自上
而下地通过定量关系锁定了一个“极限状态”。这一步将无法完成的无限计算，封装进了一个有限的逻
辑断言中。

切片 B：皮亚诺空间填充曲线的拓扑声明

在直觉几何中，一维线段和二维正方形是截然不同的连续体，其维度不可调和。然而，皮亚诺

（Peano）构造了一种能够连续经过正方形每一个点的折线极限曲线。

这种曲线在有限步骤内是无法被绘制或计算出来的。要承认皮亚诺填充曲线的存在，数学家们必须在

拓扑学上做出公理跳跃——承认“无限次连续折叠的极限依然是一条曲线”。这一步打破了维度的直观
壁垒，将高维的连续空间性质强行封装进了一维极限的符号框架内。

切片 C：超越数符号“ ”和“ ”的创立

当我们无法用代数方程的根（代数数）来表达圆的周长与直径之比时，我们不再进行任何有理代数运

算。我们直接创造了一个新符号：

并为它规定了一套公理行为（如 ）。

同样地，对于调和级数与对数的发散差值，我们直接用符号“ ”将其命名，并赋予其重正化因子的功

能。
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这种命名与公理化，本质上是对无限信息的“量子化封装”。我们无法在计算机中存储  的无限不循
环小数，但我们可以在代码里写下字符 pi ，并用它的代数规则进行解析变换。这个符号就是离散系
统钉在连续天空中的“铆钉”。有了这些铆钉，人类的离散理性才得以悬挂在连续的宇宙之上。

结语：离散的足迹与连续的星空

让我们重新回到叙拉古那片被海风吹拂的沙滩上。

阿基米德在沙滩上画出的那个圆，其实就是人类认知的绝妙缩影。沙滩是由一颗颗沙粒（离散、有

理、可数）组成的，而阿基米德用树枝在沙粒上划出的，却是一个完美的、连续的圆。

每一个沙粒都是一个有理的坐标点，而那个圆线，却穿过了无数个无理的荒原。如果阿基米德只允许

自己去“数”沙粒，他永远也得不到圆的面积，他只会陷入无限数数的无期徒刑。但他抬起头，在脑海
中做出了那次伟大的“公理跳跃”——他定义了圆，定义了切线，定义了比例。

“离散是计算，连续是定义。”计算是自下而上的脚踏实地，它可数、安全、体现为算法的执行；而定
义是自上而下的仰望星空，它不可数、宏大、体现为公理的跃迁。

无理数并不是这片宇宙中冰冷的、先验存在的物理实体，它们是人类心智为了在离散的计算之网上编

织连续的理想世界，而进行的一场勇敢无畏的公理发明。正是在割圆术那永远无法填满的剩余面积

中，在微分那无法消抹的二阶曲率纠缠中，在欧拉常数那横跨阶梯与斜坡的测度夹缝中，人类留下了

理性跨越无穷深渊的、最美丽的足迹。
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