
远方既弱又强

副标题：从彭罗斯铺砌、无穷着色到哥德尔不完备，我们究竟碰到了哪一道“无穷壁垒”

问题的提出

我的直觉是：

普通瓷砖与远方的联系很强，因为它们排列整齐，局部图案可以一直复制到远方。彭罗斯铺砌与

远方的联系似乎很弱，因为我们从眼前这一小块看不出整体最终是什么样子；但这种联系似乎又

很强，因为彭罗斯铺砌能够按照层级不断嵌套、膨胀，一直铺向无穷。 > 这种“既弱又强”是否碰

到了类似哥德尔不完全定理的无穷壁垒？是不是某些整体虽然存在，却无法构造？不可公度的比

值、不可数无穷与这种现象之间又有什么关系？

这个直觉抓住了一个真正重要的问题：局部规则究竟能在多大程度上决定远方？

但要回答它，必须先把“联系很强”拆成不同含义。普通周期铺砌和彭罗斯铺砌都具有强秩序，只是它们

把秩序储存在不同地方。

最简洁的判断是：

普通周期铺砌具有很强的“点对点重复关系”；彭罗斯铺砌失去了这种简单关系，却具有很强的“层
级、统计和谱结构关系”。 它是地址很弱、语法很强；位置难以预测、结构高度受限。

这正是“既弱又强”的准确含义。

一、普通铺砌的远方联系：强在一个短周期就能统治整个平面

先看最普通的正方形铺砌。

只要确定一块正方形的位置、方向和边长，整张铺砌就可以通过两个方向的平移生成。若边长为 ，

那么对任意整数 ，平移向量

都会把铺砌带回它自身。

这意味着一个位置与很远位置之间存在精确的点对点关系。只要知道远方相对当前位置移动了多少个

周期，就能准确知道那里有什么。

所以普通周期铺砌的“远方联系很强”，可以具体解释为：

1. 存在全局坐标：每块砖都可以按整数格编号。

a

m,n

(ma,na)



2. 存在有限基本单元：知道一个小区域，便可通过重复得到全部图案。

3. 存在精确平移对称：远方不是近处的大致相似，而是完全相同。

4. 描述成本不会随面积增长：不必逐块描述无限平面，只需描述一块基本单元和重复规则。

换句话说，普通铺砌并不需要每块砖真的向远方“发送消息”。它们之所以显得高度协调，是因为全部位
置都服从同一个简单周期。所谓“远方联络强”，在数学上其实是远方之间共享一个低复杂度的全局相

位。

如果把它翻译成计算机语言，周期铺砌像一个极短的程序：

不过这里需要一个限定：几何结构整齐，不代表所有分布式任务都容易。例如，在一个完全匿名、完

全对称的网络中，如果没有编号、随机性或外部方向，节点反而可能无法打破对称。普通网格容易描

述，但网格上的某个具体协调任务仍可能需要远距离通信。

因此，“整齐”降低的是整体结构的描述复杂度，不自动消除每一种算法问题。

二、彭罗斯铺砌的远方联系为什么显得很弱

彭罗斯铺砌由有限种砖和局部匹配规则构成，却没有任何非零平移能让整个铺砌与自身完全重合。它

是非周期的。

因此，我们无法像处理正方形网格那样说：

向右移动十个单位，就会回到同一个相位。

彭罗斯铺砌没有一个有限基本单元，可以通过平移机械复制整个平面。即使眼前出现一个很大的有限

图案，我们通常也不能仅凭这个图案确定：

1. 自己位于整个铺砌的哪个绝对位置；

2. 更远处某个指定坐标上究竟是哪一种砖；

3. 当前有限图案应当嵌入哪一个完整铺砌；

4. 整个铺砌在无穷远处采取的是哪一种全局“相位”。

事实上，彭罗斯铺砌不只一个，而是有不可数多个彼此不同的完整铺砌。这里的“不同”可以取为无法通

过整体平移或旋转使二者重合。

奇怪的是，这些不同铺砌在任何有限窗口中又非常相像。一个有限图案若出现在某个彭罗斯铺砌里，

通常会在其他同类铺砌中也出现；只看一个有界区域，无法确认自己面对的是哪个完整铺砌。

所以它的弱联系可以表达为：

画一个基本单元；

沿两个方向重复；

永远继续。



有限局部信息不足以确定远方的绝对位置和唯一延伸。

这和《一座新桥梁连接了无穷的奇异数学与计算机科学》中讨论的局部视野非常接近。

在 LOCAL 分布式模型里，一个节点运行  轮，只能看见半径  的邻域。若两个巨大网络在这个邻域
中完全相同，那么节点无法判断自己究竟位于哪一个网络，也无法知道远方如何闭合。

彭罗斯铺砌中的观察者也面临类似处境：无论观察多大的有限区域，眼前图案都可能嵌入多个不同的

全局铺砌。有限视野无法提供唯一的“宇宙地址”。

这就是你感受到的整体未知性。

但“有限视野不能确定唯一整体”不等于“整体没有规则”，更不等于“整体不可构造”。接下来正是反转发

生的地方。

三、彭罗斯铺砌的远方联系为什么又非常强

彭罗斯铺砌虽然没有周期，却绝不是随机撒下的砖。它具有至少三种强烈的长程秩序。

1. 局部匹配规则能够约束整个无限平面

砖边上的箭头、凹凸或颜色只规定相邻砖怎样接合。这些都是有限范围的局部规则。

然而，只要整个平面都满足这些规则，最终得到的铺砌就不能是周期铺砌。有限局部规则竟然能够强

迫所有全局解都具有非周期性。

这是一种很反直觉的强联系：每块砖只检查自己的邻居，但这些检查共同排除了整个无限平面上的任

何平移周期。

它说明局部规则并不需要明确告诉每块砖远方是什么，也能对远方施加限制。远方不是由近处逐点复

制出来，而是被同一套局部语法约束。

2. 膨胀与缩小形成无限层级

彭罗斯铺砌具有膨胀与缩小结构。以黄金比例

为尺度，可以把若干小砖组合成更大的“超级砖”，也可以把一块砖按规则分解成更小的砖。

反复进行后，会出现尺度

上的层级。
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因此，一块砖不只是与邻居发生关系。它还属于某个一级超级砖；这个超级砖又属于二级超级砖；如

此不断嵌套。

这正是你所说的“可以嵌套铺出去”。它意味着远方并非毫无联系，而是通过越来越大的层级结构发生联
系。

周期铺砌的秩序是横向重复：

彭罗斯铺砌的秩序更像纵向嵌套：

普通铺砌告诉远方：“你和我是同一个基本单元的复制品。”

彭罗斯铺砌告诉远方：“你未必和我相同，但我们属于同一套无限层级语法。”

3. 图案会反复出现，并具有稳定频率

彭罗斯铺砌具有重复性。任何给定的有限图案都会在铺砌中一再出现，而且不会只偶然出现在某个遥

远角落。对每个有限图案，都能找到一个足够大的观察半径，使任何这么大的区域里都能找到该图案

的副本。

这比“有时会重复”强得多。它说明局部图案的复现距离受到控制。

同时，不同砖型和有限图案具有稳定的渐近频率。例如两类主要砖型的数量比例与黄金比例有关。观

察区域越大，统计比例越趋向固定值。

物理上，彭罗斯铺砌还具有离散的衍射峰，也就是类似晶体的布拉格峰。周期性虽然消失了，长程取

向和频率秩序却保留下来。这正是准晶体能够呈现清晰衍射图样的原因之一。

因此，彭罗斯铺砌的远方联系不能用“远处那块砖是否与这里完全相同”来衡量，而应问：

1. 某个图案是否一定会再次出现？

2. 它出现的频率是否稳定？

3. 不同尺度是否服从同一膨胀规律？

4. 整体是否具有清晰的傅里叶或衍射结构？

在这些意义上，彭罗斯铺砌与远方的联系非常强。

最准确的概括是：

彭罗斯铺砌缺少周期性的点对点记忆，却拥有层级性的结构记忆。

单元—单元—单元—单元……

砖 ⊂ 超级砖 ⊂ 更大超级砖 ⊂ 更大层级……



四、“弱”与“强”其实测量的是两种不同东西

现在可以解释为什么你会同时感到联系很弱和很强。

问题 普通周期铺砌 彭罗斯铺砌

远方指定位置能否由周期直接预测 可以 通常不可以

是否存在有限基本单元 存在 不存在

是否具有非零平移周期 有 无

局部规则是否限制全局 是 是，而且可强迫非周期

是否有无限层级结构 通常不需要 有明显膨胀层级

有限图案是否反复出现 是 是

图案频率是否稳定 是 是

有限窗口能否确定唯一整体 周期与相位已知时基本可以 不可以

所以，彭罗斯铺砌是：

1. 绝对地址关系弱：不能从有限窗口知道自己在唯一整体中的位置；

2. 平移复制关系弱：远方不是近处的周期副本；

3. 局部语法约束强：相邻规则能够排除所有周期整体；

4. 层级关系强：不同尺度服从膨胀和缩小结构；

5. 统计关系强：图案频率与长程衍射秩序稳定；

6. 全局身份不唯一：同样的有限局部可以属于不可数多个完整铺砌。

可以把它叫作：

弱地址、强语法；弱周期、强秩序；弱唯一性、强约束。

五、这和文章里的无穷着色有什么深层联系

伯恩斯坦研究建立的桥梁，把有限网络中的局部算法与无限 Borel 图上的规则着色联系起来。

有限一侧的问题是：

每个节点必须看多远，才能决定自己的颜色？

无限一侧的问题是：

能否给所有节点着色，并让每种颜色形成 Borel、可测或 Baire 可测的集合？



这两类问题都不是简单地问“解是否存在”，而是在问：

一个只由局部规则定义的问题，需要多少全局信息，才能得到一个规则整体？

圆周无理旋转图中的每条轨道都是一条可数无限路径。单独看每条路径，蓝黄交替毫无困难。但圆上

有不可数多条轨道。若要同时二着色，就必须为每条轨道选择奇偶相位；这种全局选择可以产生普通

意义上的二着色，却不能产生勒贝格可测的二着色。

这与彭罗斯铺砌有一种结构上的相似：

1. 一个有限局部图案可以合法，却不足以确定唯一整体；

2. 一个普通整体解可以存在，却不一定具有更强的规则性；

3. 局部约束可以允许很多全局相位；

4. 真正的困难不是每个局部能否工作，而是所有局部能否以统一、可描述的方式共同工作。

文章中的第三种颜色相当于增加一种修补自由度。它降低不同局部区域必须共享同一奇偶相位的要

求。

彭罗斯铺砌则没有通过“多一种颜色”变简单。它采用另一种机制：用膨胀层级、匹配规则和不可公度尺
度，把全局一致性储存在多尺度结构中。

二者共同揭示：

整体秩序的成本，不只取决于元素数量，还取决于局部区域需要共享多少全局相位。

六、这是不是哥德尔不完全定理造成的“无穷远壁垒”

严格地说，不是。

哥德尔第一不完全定理讨论的是满足特定条件的形式系统：它必须一致、可有效公理化，并且足以表

达基本算术。定理说明，在任何这样的系统中，都存在系统内部既不能证明也不能否证的算术命题。

彭罗斯铺砌讨论的是几何对象、局部匹配和全局非周期性。它没有构造一个关于自身可证明性的自指

命题，也没有表明某个彭罗斯铺砌的存在无法在给定公理系统中证明。

恰恰相反，彭罗斯铺砌可以明确证明存在，也可以明确构造。

因此不能说：

但你的联想并非毫无价值。二者在哲学上共享一种“有限规则不能穷尽所有全局信息”的感觉：

1. 哥德尔说明，足够强的有效形式系统不能证明其语言中的全部算术真理；

2. 彭罗斯铺砌说明，有限局部观察不能确定自己属于哪个完整铺砌；

3. 描述组合学说明，普通组合解存在，不代表存在 Borel 或可测的统一选择；

彭罗斯非周期性 =哥德尔不完全性.



4. 分布式计算说明，局部节点不能立即知道远方，因此某些全局任务需要很长通信时间。

这些都是“局部或形式能力存在边界”的现象，但边界性质不同。

如果一定要为彭罗斯铺砌寻找更直接的逻辑亲属，那么王砖的铺砌判定问题比哥德尔定理更接近。

一般地，给定有限种带匹配规则的砖，不存在一个算法能够对每一组砖都判断它们是否可以铺满整个

平面。这是铺砌问题的不可判定性，与图灵停机问题有直接联系。

但仍要注意：

一般铺砌问题不可判定，不代表具体的彭罗斯砖不可判定或不可构造。

我们已经知道彭罗斯砖能够铺满平面，也知道匹配规则强迫非周期性。不可判定性属于“所有可能砖组

的统一判定程序不存在”，而不是“这组具体的砖神秘得无法研究”。

所以，你感受到的“壁垒”最好命名为：

有限观察无法锁定唯一全局相位的认识壁垒。

它不是严格的哥德尔壁垒。

七、“存在但不可构造”适用于彭罗斯铺砌吗

也不能直接这样说。

彭罗斯铺砌至少有三种明确构造方式：

1. 按膨胀或缩小规则反复替换；

2. 使用德布鲁因的五重网格；

3. 从五维晶格进行切割与投影。

这些都是具体方法，可以实际生成任意大的有限区域。因此，彭罗斯铺砌不是一个只能用非构造存在

证明得到的对象。

但你的直觉可以通过更精确的区分得到保留。我们要把四种说法分开：

1. 某种对象存在；

2. 至少能明确构造一个这样的对象；

3. 任意指定对象都能由有限程序生成；

4. 只靠当前局部信息就能唯一决定整个对象。

对彭罗斯铺砌而言：

1. 第一项成立：彭罗斯铺砌存在；

2. 第二项成立：存在明确可计算的构造；



3. 第三项不成立：不可数多个彭罗斯铺砌中，大多数不可能分别由有限程序指定；

4. 第四项不成立：任何有限图案都不能唯一决定整个铺砌。

这里出现一个真正值得注意的可数与不可数差别。

有限程序只有可数多个，因为每个程序都是有限字符串。可计算、可有限描述的对象因此至多可数多

个。可是完整彭罗斯铺砌有不可数多个。所以即使存在许多可以明确生成的彭罗斯铺砌，仍然必有大

量具体铺砌不能由任何有限程序逐一指定。

这才是“存在但不可构造”直觉在此处的准确版本：

彭罗斯铺砌这一类对象是可构造的，其中也有具体可计算成员；但这个类包含不可数多个成员，

因此绝大多数具体成员不可能各自拥有有限算法描述。

这和文章中的无穷二着色仍有区别。无理旋转图的普通二着色可以依靠选择公理存在，但不存在勒贝

格可测二着色。那里缺少的是所要求的正则性；彭罗斯铺砌这里缺少的，是从有限局部信息到唯一全

局成员的确定性。

八、不可公度、无理数和不可数无穷是什么关系

“不可公度”通常意味着两个长度之比不是有理数。彭罗斯铺砌中的黄金比例

就是无理数。

无理比值的重要作用，是破坏有限周期闭合。若两个尺度之比是有理数，就可能找到共同基本单位；

若比值无理，就不存在一个有限单位同时整除两种长度。

这与文章中的无理旋转十分相似。

在圆上以无理步长  不断移动，轨道

永远不会精确回到起点，却会在圆上稠密分布。每条轨道只有可数多个点，但圆周由不可数多个点构

成，因此圆周会被分解成不可数多条彼此不相交的可数轨道。

彭罗斯铺砌的切割投影构造也使用一种与晶格不可公度的方向。高维周期晶格投影到二维后，周期消

失，却保留准周期的长程秩序。

所以不可公度确实是连接这些现象的重要机制：

它让有限步进无法闭合成周期，却仍能产生稠密复现和长程结构。

但不可公度不等于不可数。
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1. 一个无理数只是一个数；

2. 代数无理数的集合仍是可数的；

3. 黄金比例是无理数，却完全可以计算和构造；

4. 无理数全体是不可数的，但“某个比值无理”本身并不自动产生不可数多个对象。

不可数性通常来自可选择的全局相位、偏移或无限序列有不可数多种可能，而不是仅仅来自使用了一

个无理比例。

因此，二者的准确关系是：

不可公度负责破坏周期闭合；不可数性负责容纳无法由有限局部信息逐一识别的众多全局相位。

它们经常共同出现，但不是同一个概念。

九、你这个观点最终可以怎样表达

你的想法经过校准后，可以整理成下面这段话：

普通周期铺砌与远方的关系很强，因为一个有限基本单元和一个全局坐标就能精确决定任意远

处；这种强联系表现为平移重复和低描述复杂度。彭罗斯铺砌与远方的绝对位置关系较弱，因为

任何有限窗口都不能确定唯一整体，也不存在周期坐标来预测指定远点。但它在另一层面与远方

联系极强：有限匹配规则能够约束整个无限平面，任意有限图案都会受控地重现，不同尺度通过

黄金比例形成无限嵌套，整体还具有稳定频率和清晰衍射结构。因此，彭罗斯铺砌不是缺少秩

序，而是把秩序从“周期复制”转移到了“层级、统计与准周期关系”之中。 > 这种现象与伯恩斯坦研
究中的有限局部算法和无限可测结构具有共同主题：局部能够看到多少，决定了它能以何种复杂

度参与全局秩序。它与哥德尔不完全定理只有哲学类比，并非同一个数学障碍；更接近的逻辑问

题是一般铺砌问题的不可判定性。彭罗斯铺砌本身并非不可构造，它有明确算法；但完整铺砌有

不可数多个，而有限程序只有可数多个，所以大多数具体铺砌无法被逐一有限描述。不可公度比

例破坏周期闭合，不可数性则来自众多可能的全局相位。二者共同制造了“局部高度有序、整体无

法由有限视野唯一锁定”的奇异结构。

结论：真正奇怪的不是无序，而是没有中心的强秩序

彭罗斯铺砌最深的地方，不是它“乱”，也不是它“无法构造”。它真正改变的是我们对秩序的定义。

传统直觉认为：

如果远方高度有序，那么它应当重复近处。

彭罗斯铺砌却告诉我们：

远方可以不重复近处，仍然被近处所服从的规则深刻约束。



普通晶格的秩序依赖周期记忆。彭罗斯铺砌的秩序依赖层级记忆。前者通过重复消除未知，后者允许

局部差异，却把差异限制在一个严格的准周期空间中。

因此，它的远方联系确实既弱又强：

1. 弱在你不能仅凭有限局部确定远方的具体面貌；

2. 强在远方无论怎样变化，都无法逃出同一套局部规则、频率规律和层级结构。

这不是哥德尔意义上的“真但不可证”，而更像：

整体可构造，却不能被任何有限窗口唯一认出；局部无法拥有全景，却始终携带着全局秩序的语

法。

这也正好回应了有限网络与无穷图之间的桥梁。真正决定秩序难度的，不只是世界有多大，而是一个

局部为了正确行动，需要知道多远；也不只是整体是否存在，而是这种整体能否被统一描述、测量、

计算和识别。

无穷的壁垒未必是一堵禁止我们前进的墙。它有时是一条界线，迫使我们区分：

彭罗斯铺砌的思想灵性，就生长在这些“不等于”之间。
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