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【原文翻译】

群论

什么是李群？

作者：莱拉·斯洛曼 (LEILA SLOMAN)

日期：2025年12月3日

通过将群的语言与几何学和线性代数的语言相结合，马里厄斯·索菲斯·李 (Marius Sophus Lie) 创造
了数学中最强大的工具之一。

【图注】

（图片来源：Mark Belan / Quanta Magazine）

图中展示了两个悬浮在深色渐变背景中的球体，直观地对比了两种数学概念：

左侧球体：深色表面上覆盖着排列整齐的金色圆点。这象征着离散的对称性或变换（类似于有

限群），即操作是分步进行的。

右侧球体：是一个蓝色的线框网格球体（经纬线结构）。这象征着连续的几何结构（流形），暗

示了李群所研究的平滑、连续的对称性。

Quanta Magazine（量子杂志）

在数学领域，一种被称为“群”（groups）的无处不在的对象展现出了近乎魔术般的力量。尽管它们的
定义仅由寥寥几条规则构成，但群有助于阐明极其广泛的……（此处文本截止）



【高三解读】

高三同学你好！

看到这张图，你其实已经站在了现代数学和理论物理大厦的门口。不要被“群论”这个高冷的词吓
退，我们用你已有的高中知识来拆解它。

1. 核心概念：给“对称”做微积分
这一页讲的主角叫**“李群” (Lie Groups)**。它不是指“姓李的人群”，而是以挪威数学家索菲斯·李命
名的。用最直白的话说，李群是研究“平滑连续对称性”的数学工具。

什么是“群”？ 想想你手中的魔方或者一个正方形。你把正方形转90度，它看起来没变；转180
度，也没变。这种“转动后保持不变”的性质就是对称，而研究这些操作规则的数学就是“群

论”。

什么是“李群”？ 看图片右边的那个线框球体。不同于正方形只能转90度这种“一档一档”的（离
散）转动，球体可以转动 1 度，也可以转动 0.00001 度。这种连续不断、极其丝滑的转动，就

是李群的特长。

2. 难点解析：为什么要结合“线性代数”？
副标题里提到作者结合了“群”、“几何”和“线性代数”。这三者是怎么串起来的？

几何提供了空间和形状（比如那个球体）。

群提供了“对称”的概念（转动球体，球还是球）。

线性代数（难点）：在高三我们刚接触向量和矩阵。在李群里，矩阵是用来描述这些“旋转”和
“变换”的计算器。正如你可以用一个  的矩阵来表示平面上的旋转一样，李群把复杂的几

何变换变成了可以计算的矩阵问题。

一句话总结：索菲斯·李最伟大的贡献，就是让我们能对“对称性”本身进行求导和积分（微积分运
算），这在之前是做不到的，因为普通的群是离散的（像台阶），没法求导；而李群是连续的（像滑

梯），处处可导。

3. 知识联想：这玩意儿有什么用？
这种抽象数学其实支撑着我们对宇宙的理解：

物理学的基石：你在物理课上学的动量守恒、能量守恒、角动量守恒，本质上都对应着一种李

群的对称性（诺特得定理）。现代粒子物理的标准模型，就是建立在李群（如 、

 等）的基础上的。没有李群，我们就无法描述夸克和玻色子。

思维升级：高中数学大多在处理静态的数和形，或者简单的函数变化。而李群教我们的是去研

究“变换本身”的结构。这就像你以前在学怎么开车（操作），现在开始学汽车引擎的构造原理
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（系统的结构）。

希望这个解读能让你感受到，数学不仅是做题，更是描述宇宙这种极致平滑之美的语言。
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【原文翻译】

……谜团。例如，它们可以告诉你哪些多项式方程是可解的，或者原子如何在晶体中是如何排列

的。

然而，在所有不同种类的群（groups）中，有一类显得格外引人注目。李群（Lie groups，发音为

“Lee”）于 19 世纪 70 年代初被发现，它对物理学中一些最基础的理论至关重要，并且在数论和化

学领域做出了持久的贡献。它们成功的关键在于其巧妙地融合了群论、几何学和线性代数。

通常来说，一个“群”是指一组元素与一种运算（如加法或乘法）的配对，该运算将这组元素中的两

个结合起来以产生第三个元素。通常，你可以把群看作是一个形状的对称性——即那些能保持形状
不变的变换操作。

试着考虑一下等边三角形的对称性。它们构成了一个包含六个元素的群，如下所示：

【高三解读】

核心概念：对称性的数学语言——“群”与“李群”
这页内容其实是在向你介绍现代数学和理论物理中一个极其核心的概念——群论（Group
Theory），特别是其中被称为“数学物理心脏”的李群（Lie Groups）。

通俗地讲，这页内容告诉我们：

1. 群（Group）是什么？ 它是研究“对称性”的工具。如果你对一个物体做了一些操作（比如旋

转、翻转），它看起来还是老样子，这些操作这就构成了“群”。
2. 李群（Lie Group）为何特殊？ 普通的群可能处理的是像三角形翻转这样“一顿一顿”的不连续

动作，而李群处理的是像球体旋转那样“丝般顺滑”的连续变换。因为它结合了代数（运算）、几
何（形状）和线性代数（空间变换）的威力，所以它是描述这个宇宙基本规律（如量子力学、

相对论）的通用语言。



难点解析：从高三视角拆解

1. “告诉你哪些多项式方程是可解的”
这句话背后隐藏着数学史上一段传奇——伽罗瓦理论（Galois Theory）。你在高中学过一元二次方
程 ax² + bx + c = 0 有求根公式。那你有没有想过，为什么老师从不教五次方程的求根公式？不是

因为太难，而是因为根本不存在。群论就是用来证明这一点的工具：它通过分析方程根的“对称性
结构”，判定了五次及以上方程无法用根式通解。这不仅是解题，更是对数学结构本质的洞察。

2. “融合了群论、几何学和线性代数”
这对高三学生来说可能有点抽象，我们来打个比方：

群论提供了“规则”：比如规定怎么旋转。

几何学提供了“舞台”：李群本身往往是一个平滑的曲面（流形），比如一个球面。
线性代数提供了“显微镜”：在李群的任何一点，我们都可以通过“切空间”把它近似看作平直的

向量空间（就像我们在地球上觉得地面是平的一样），从而使用矩阵运算来处理它。

这种“三位一体”的特性，使得李群能处理极其复杂的动态系统。

3. “等边三角形的对称性……六个元素”
这是一个经典的离散群例子。想象你手拿一个等边三角形硬纸板，怎么动能让它还能放回原本的坑

里？

旋转：转0°（不动）、转120°、转240°（3种）。
翻转：沿着三个角的角平分线翻转（3种）。

加起来正好是6种操作（元素）。这就是文中提到的“六个元素的群”，数学上称为  或 
群。

知识联想：连接你的高中知识库

物理（原子与晶体）：文中提到的“原子在晶体中的排列”，直接对应高中化学选修中的“晶胞”结
构。晶体的规则排列本质上就是一种空间对称群。更进一步，高中物理提到的“能量守恒”、“动

量守恒”，在大学物理中你会学到诺特定理——每一个守恒定律都对应一种对称性（例如时间

平移对称对应能量守恒），而描述这些对称性的核心工具正是李群。

数学（函数与变换）：你在高中学的  （偶函数）其实就是一种最简单的对称

性（关于y轴对称）。群论只是把这种关于“图形”的直观感觉，抽象成了一套严密的代数法则。
历史背景：文中提到的 1870 年代，正是第二次工业革命时期，也是数学从“计算具体的数”转

向“研究抽象结构”的黄金时代。索菲斯·李（Sophus Lie）不仅是数学家，更是连接经典几何与

现代物理的桥梁。

同学，当你看到这里时，不要被“群论”这个高大上的名字吓倒。你高中所学的向量加法、复数运

算，其实都是群论的特例。你现在正站在通往现代科学殿堂的门口，李群就是那把解开宇宙奥秘的

D ​3 S ​3

f(x) = f(−x)



金钥匙。
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【原文翻译】

图解：对称变换（旋转与反射）

第一行：旋转（Rotations）

变换名称 图示描述

恒等变换 (  旋转)
Identity (  Rotation)
三角形保持原位不动。顶点颜色顺序保持不变。

 旋转
 Rotation

三角形逆时针旋转 。原本右下角的顶点移动到顶部。

 旋转
 Rotation

三角形逆时针旋转 。原本左下角的顶点移动到顶部。

第二行：反射（Reflections）

变换名称 图示描述

垂直轴反射 以穿过顶点和底边中点的垂直线为轴进行翻转。左右底角互换位置。

右斜轴反射 以穿过右下角顶点的轴线进行翻转。顶部顶点与左下角顶点互换。

左斜轴反射 以穿过左下角顶点的轴线进行翻转。顶部顶点与右下角顶点互换。

图片来源：Mark Belan / 《宽塔杂志》（Quanta Magazine）

0∘ 0∘

120∘ 120∘

120∘

240∘ 240∘

240∘



正文翻译

（由于旋转一圈会让三角形上的每一点回到起点，数学家在计算旋转时通常不再计算超过 360 度的
角度。）

这些对称性是离散的（discrete）：它们构成了一组必须分步完成的、互不相连的独特变换。但你
也可以研究连续对称性（continuous symmetries）。例如，无论你把飞盘（Frisbee）旋转 1.5
度、15 度还是 150 度都无关紧要——你可以把它旋转任意实数角度，它看起来都是一样的。与三

角形不同，飞盘拥有无限多的对称性。

【高三解读】

高三深度导读：从“数格子”到“平滑流动”——群论初探
同学你好！这张图看似只是在玩弄三角形和飞盘，实际上它为你推开了一扇通往现代数学和理论物

理核心的大门——群论（Group Theory）。在高中数学里，我们习惯处理具体的函数计算，而这里
我们在讨论结构和变换的本质。让我们像剥洋葱一样，把这段内容的深意一层层剥开。

1. 核心概念：什么是“对称”的本质？

大白话来讲，对称就是“折腾一下，结果没变”。你闭上眼睛，我把一个物体转一下或翻一下，你睁
眼后如果分不清我动没动过，那这个物体就拥有某种“对称性”。

离散对称（Discrete）：就像上图的三角形。你想让它看起来没变，只能精准地转  或

。这就像上楼梯，你只能踩在第1级、第2级台阶上，不能悬停在第1.5级。这叫“离散”，
意味着变化是跳跃式的，步骤是有限的（或者可数的）。

连续对称（Continuous）：就像文中的飞盘（或是高中物理里的匀质圆盘）。你可以转 ，也

可以转 ，甚至转  度。这里没有“台阶”，而是一条平滑的坡道。这叫“连续”，意味

着你可以在任意微小的尺度上进行变换，只要角度属于实数集 。

2. 难点解析：为什么要在意“恒等变换”？

你可能注意到图中有一个看似废话的变换：Identity (  Rotation)，即“不动”。

高三视角：这就像我们在代数里学的“0”之于加法（ ），或者“1”之于乘法（

）。

大学预告：在群论里，任何一个系统要想构成一个“群（Group）”，必须包含一个“单位元”

（Identity element）。它保证了系统的完整性——“什么都不做”也是一种操作。没有它，数学结

构就会坍塌。

120∘

240∘

1∘

0.00001∘ π

R

0∘

x + 0 = x x ⋅ 1 =
x



3. 知识联想与拓展：这不仅仅是几何

A. 与高中数学的连接（复数与三角）
看着三角形旋转 ，你是否想到了复平面上的单位根？

如果我们把三角形的顶点看作复数 ，那么这三个顶点恰好对应方程  的三个根： , , 

。三角形的旋转对称性，本质上就是复数乘法在几何上的表现！这就是为什么数学家说它们是“离
散”的，因为方程的根是有限个点。

B. 与物理学的连接（诺特定理）
这才是最激动人心的地方。为什么我们要区分离散和连续？

离散对称：在化学中，晶体的结构是对称的（离散的），这决定了原本是一坨碳的物质是变成

钻石还是石墨。

连续对称：大物理学家埃米·诺特（Emmy Noether）证明了一个震撼的定理：每一个连续对称

性都对应一个物理守恒定律。

空间具有旋转对称性（飞盘转任意角度物理规律不变）  对应 角动量守恒。
时间具有平移对称性（今天做实验和明天做实验结果一样）  对应 能量守恒。

总结

当你下一次看到车轮转动（连续对称）或者雪花飘落（离散六边形对称）时，试着用“群”的眼光看

世界：一个是平滑流动的无限实数，一个是跳跃分步的有限集合。你正在触摸构建宇宙法则的基

石。
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【原文翻译】

这些旋转构成了一个被称为 SO(2) 的群。

“如果你只有一个反射操作，好的，你拥有它，这很棒，”日内瓦大学（University of Geneva）的数
学家 Anton Alekseev 说道，“但这仅仅是一个单一的操作。”

另一方面，这个群“是将许许多多的操作打包在了一个集合里”——即不可数无限多个操作。

飞盘的每一次旋转都可以表示为坐标平面上的一个点。如果你将所有可能的旋转描绘出来……

120∘

z z =3 1 1 ω ω2

→
→



【高三解读】

核心概念：从“由点到面”的数学抽象
这段文字的核心其实是在向你介绍数学中“群论”（Group Theory）的一个经典角色——SO(2)。别被
这个看起来像化学式的符号吓到，它的学名叫做“二维特殊正交群”，用大白话讲，就是平面上所有

旋转操作的集合。

作者通过数学家 Alekseev 的比喻，指出了“离散”与“连续”的巨大鸿沟：

反射（Reflection）：就像你在几何题里做的轴对称变换，它是一种“硬”操作——要么翻过去，

要么没翻，状态是有限且分明的。

旋转（SO(2)）：这就像你调节收音机的音量旋钮，是一个“软”操作。你可以转动任意微小的角

度，这个过程是平滑且连续的。

难点解析：为什么是“不可数”（Uncountably many）？
这是理解现代数学的一个关键门槛，也是高三数学向大学数学过渡的思维节点。

1. “不可数”是什么意思？
在这个语境下，作者说操作是“不可数”的，并不是指“多得数不过来”（比如沙滩上的沙子，虽然
多但理论上能数清），而是指数学上的无穷大层级。旋转的角度  取值范围是  之间的

所有实数。我们在高中学过，实数集是连续统，你无法把它们排成一队（1号、2号、3号……）
数完。因此，旋转操作的数量是“连续无穷大”。

2. 把“动作”变成“点”
文末提到“每一次旋转可以表示为坐标平面上的一个点”。这听起来很玄，其实就是一种映射思

想。

想象飞盘从标准位置开始。

你把它转了 ，我们就在纸上记下一个点；转 ，再记一个点。

因为角度  决定了旋转，而  唯一对应了单位圆上的一个坐标 。所以，所

有的旋转操作集合，在几何上就长得像一个圆圈（Circle）。

知识联想：打通高中数学与物理的任督二脉

看到 SO(2)，你应该立刻调动以下高三知识储备：

复数与欧拉公式：还记得复数  吗？当我们限制模长  时，复数

的乘法就完全等同于平面的旋转。每一个旋转操作 ，本质上就是乘以一个复数 。SO(2)

其实就是所有模为 1 的复数构成的乘法群。
单位圆方程：文末说“plot all possible rotations”（描绘所有旋转），实际上你会画出方程 

 的图像。这告诉我们，一个抽象的代数概念（群），可以长成一个具体的几何形状

θ [0, 2π)

30∘ 45∘

θ θ (cos θ, sin θ)

z = r(cos θ + i sin θ) r = 1
R ​θ eiθ

x +2

y =2 1



（圆）。这就是大学数学里“李群”（Lie Group）的雏形。

物理中的对称性：在物理选修中，如果一个系统具有“旋转对称性”（怎么转它都一样），往往意
味着“角动量守恒”。SO(2) 正是描述这种对称性的数学语言。
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【原文翻译】

……飞盘以这种方式，你最终将得到无限多个点，这些点共同构成了一个圆。

【高三解读】

核心概念：从动态轨迹到静态图形

这句话虽然只是一个长句的后半部分，但它非常直观地描述了数学中**“轨迹”（Locus）与“集合”

（Set）**的本质。用大白话讲，它是在解释一个连续的几何图形（圆）是如何由无数个微小的单元
（点）组成的。

想象一下，你在夜跑时挥舞一支荧光棒。在某一个瞬间，荧光棒只是一个点；但如果你挥舞得足够

快，人眼的“视觉暂留”现象会让你看到一个完整的光圈。原文中的“in this way”（以这种方式）通常
指的就是这种旋转或描迹的过程，通过这种运动，孤立的点最终连成了一个封闭的圆。

难点解析：为什么强调“无限多”？
这里触及了高中数学向大学数学过渡的一个关键思想——极限（Limit）。

1. 离散与连续的界限：如果你只在这个路径上取 100 个点，连起来得到的是一个“正 100 边形”，

虽然很像圆，但在显微镜下看依然有棱角。只有当点的数量  n → ∞ （趋向于无穷大），且点与
点之间的距离趋向于 0 时，折线才会发生质变，成为平滑的曲线。这就是原文强调 "infinitely

many points"（无限多个点）的原因——只有“无限”，才能填满圆周上的每一个空隙。

2. 定义的互通性：我们在高二解析几何中学过，圆是“到定点距离等于定长的点的集合”。原文中
的 "together form"（共同构成）正是指这个集合论的概念：圆不仅仅是一个形状，更是所有满

足条件的那“无限多个点”的总和。

知识联想：建立学科连接

同学，这种思维方式是你未来学习理科的基石：



微积分（Calculus）预热：如果你听说过“积分”，它的本质就是把无限多个无穷小的量加在一

起。今天的“点构成圆”，就是未来你用“微分单元切片求体积”的思维原型。
物理学视角：在研究刚体转动时，飞盘上的每一个质点都在做圆周运动。这句话提醒我们要有

“微元法”的意识——把宏观物体看作无数质点的组合。
哲学与艺术：就像印象派画家修拉（Seurat）的点彩画，无数个独立的色点汇聚在一起，在远

距离观看时就形成了连续、生动的画面。

所以，读懂这句话，不要只看到一个飞盘，要看到**“无限积累导致质变”**的数学之美。
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【原文翻译】

群的几何学 (The Geometry of Groups)
李群 (Lie groups) 是指那些同时也构成几何形状（称为流形，manifolds）的群。例如，考虑所有

能让飞盘保持外观不变的旋转操作组成的群，数学家将其称为 SO(2)。

图解演示：旋转与点的对应

1. 初始状态 (0°)

图像：左侧展示一个静止的飞盘；右侧坐标系中，在 X 轴正方向 (0°) 处标记了一个点（黄
色）。

说明：你可以将飞盘的初始状态——即旋转 0°——表示为平面上的一个点。

2. 旋转 60°

图像：左侧飞盘逆时针旋转；右侧坐标系中，点沿着圆周移动到了 60° 的位置。

说明：将飞盘旋转 60°，会在平面上对应得到一个不同的点。

3. 任意实数旋转

图像：左侧飞盘继续旋转至 180°；右侧坐标系中，点移动到了 180° 的位置。
说明：将飞盘旋转任意其他实数角度也是如此（都会在圆周上对应一个点）。



[底部截断文字]：当你绘制...

【高三解读】

🎓 高三深度解读：从“动作”到“形状”的思维飞跃
这篇文章展示了高等数学中一个极具美感的概念——李群 (Lie Group)。对于高三学生来说，这其
实并不遥远，它是你们熟知的“函数图像”思维的一次升维。

1. 核心概念：把“动作”变成“地图”

高一学集合与函数时，我们习惯把“数”描成点（比如  在数轴上是一个点）。但这一页在教你
一个更高级的思维：把“操作”也看作“点”。

具体过程：想象你在玩飞盘。你手里有一个动作库，里面装着“转1度”、“转2度”、“转90度”等无
数个操作。如果我们把“不转（0度）”定义为原点，把“转60度”画在旁边... 当你把所有可能的旋

转动作（无数个实数角度）都画出来时，你会惊讶地发现，这些点连起来，刚好构成了一个完

美的圆。

结论：SO(2) 这个群，本质上就是由无数个“旋转动作”组成的，而这些动作在一起，画出了一

个圆形的几何结构。

2. 难点解析：SO(2) 与 流形

这里有两个看起来很吓人的术语，其实很好懂：

SO(2)：
S (Special)：特殊，指行列式为1，意味着旋转过程中飞盘不会变大变小。
O (Orthogonal)：正交，意味着保持长度和角度不变（纯粹的刚体旋转）。
2：二维平面。简单说，SO(2) 就是“二维平面旋转群”的数学代号。

流形 (Manifold)：不要被名字吓倒。地球表面就是一个流形——局部看是平的（像我们要画地

图一样），但整体是弯曲的球体。文中说“李群构成流形”，意思就是这些“旋转动作”凑在一起，
不是一堆散乱的沙子，而是一个光滑、连续的曲线（在这个例子里是圆）。

3. 知识联想：串联你的高中知识库

复数与欧拉公式：还记得  吗？或者 ？在复平面上，所有模长为 1 的

复数构成了一个单位圆。当你用一个单位复数去乘另一个复数时，几何意义正是旋转。其实，

高中学的单位复数群  和这里的  是“亲兄弟”（同构），它们讲的是同一件事！

连续与离散：正方形只有 4 个旋转对称角度（0°, 90°, 180°, 270°），那叫“离散群”。而飞盘是
圆的，它可以旋转 0.0001° 依然重合，这种连续不断的对称性，正是“李群”区别于普通群的灵

魂所在。

x = 1

z = cos θ + i sin θ eiθ

U(1) SO(2)



总结：这一页不仅是在讲飞盘，它是在告诉你，代数（群论）和几何（拓扑）是可以完美统一的。

你正在接触现代物理（如量子力学、广义相对论）描述宇宙对称性的基础语言！加油，数学的深层

风景远比做题更有趣。
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【原文翻译】

[图片描述]
图片内容：上方配图展示了一个带有圆形刻度的旋钮装置（左侧）和相应的几何示意图（右侧）。

图注文字：……对应于这些旋转的所有点，你会得到一个圆。

正是这种额外的性质使得 SO(2) 成为一个李群 (Lie group) —— 它可以被可视化为一个平滑、连续
的形状，被称为流形 (manifold)。其他的李群可能看起来像甜甜圈的表面，或者高维球体，或者更
奇怪的东西：空间中球体的所有旋转组成的群，数学家称之为 SO(3)，是一个由球体和圆组成的六

维纠缠结构。

无论具体细节如何，李群的平滑几何结构是将它们的地位提升到普通群之上的“秘密成分”。

题外话 (Off on a Tangent)
马里乌斯·索菲斯·李 (Marius Sophus Lie) 花了一些时间才步入数学领域。19 世纪 50 年代在挪威长
大时，他曾希望中学毕业后从事军事职业。然而，由于视力不佳，他被迫放弃梦想，最终进入大

学，却不确定该学什么。他修读了天文学课程，并且……

【高三解读】

核心概念：给“动作”画像——从代数到几何的跨越
这一页的内容其实在讲一个非常深刻的数学思想：把“动作”变成“形状”。

我们在高中数学里学的“函数”或“集合”，通常是静态的数字或符号。但这里提到的 SO(2)，是指“平
面上所有的旋转操作”。想象一下，你面前有一个音量旋钮（就像图里那样）：



1. 如果你把旋钮转动 0°，这是一种状态。

2. 转动 1°，是另一种状态。
3. 转动 360°，又回到了原点。

如果你把这无数种“转动的角度”都记录下来，你会发现它们刚好连成了一个首尾相接的圆。这就是
文中那句“对应于这些旋转的所有点，你会得到一个圆”的含义。SO(2) 这个群，本质上就是一个
圆。

这就引出了李群 (Lie Group) 的核心魅力：它不仅仅是一堆代数公式（比如矩阵乘法），它还是一
个光滑的几何形状（流形）。这使得我们可以用几何的方法（比如画图、求切线）来研究代数问

题。

难点解析：什么是“流形”与那个“六维纠缠”？
1. 流形 (Manifold) 是什么？
你可以把它理解为“局部看起来像平面的曲面”。比如地球表面，它是球体，但在你脚下这一小
块区域，它看起来是平的（欧几里得空间）。

为什么重要？ 因为只有在“平滑”的地方，我们才能做微积分（求导数）。李群之所以高

级，就是因为它允许我们在“群”这个代数结构上做微积分，研究它是如何“连续变化”的。
2. 关于 SO(3) 的“六维纠缠”：
文中提到 SO(3)（球体的旋转）是“六维纠缠结构”。这里你可能会困惑：高三物理讲刚体转动
不是只有 3 个自由度吗（欧拉角：进动、章动、自转）？
你是对的！SO(3) 作为流形本身通常被认为是 3 维的（因为它有3个自由度）。
文中提到的“六维”可能是在指代更复杂的数学空间（例如切丛 bundle，即位置+速度的总

空间），或者是作者为了强调其拓扑结构的复杂性而使用的修辞。

给你的启示：只要知道 3D 旋转比 2D 旋转（圆）要复杂得多，它的形状不是一个简单的
球，而是一个“扭曲”的高维空间（射影空间）即可。

知识联想与人生启示

1. 学科关联：物理中的对称性
如果你是理科生，你在物理选修中学到的“角动量守恒”，其实深层原因就来自于这种“旋转对称

性”。李群是现代量子力学（如自旋）和粒子物理（如标准模型）的数学基石。你现在的物理
公式，背后都是这些“光滑形状”在起作用。

2. 人生哲学：索菲斯·李的“塞翁失马”
看看底部的传记，索菲斯·李 (Sophus Lie) 的人生简直是给高三学生的最佳励志贴。
原定目标：我想当军官！

现实打击：视力太差，体检被刷。

迷茫期：没办法只能去读大学，还不知道学啥，随便选了天文学。

最终结果：成为了数学史上的泰斗，开创了以他名字命名的“李群”理论。



导师寄语：现在的你可能正为一次模考的失利，或者某个志愿可能无法实现而焦虑。但历史告

诉我们，那些看似关上的门（比如李的视力问题），往往是命运在逼迫你转向一条更伟大的

路。保持好奇心（像他后来钻研数学一样），你的未来可能比你现在规划的“军事生涯”精彩一万

倍。
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【原文翻译】

力学，并短暂地涉猎了物理学、植物学和动物学，最终被数学——特别是几何学——所吸引。

在19世纪60年代末，他继续深造，先是在德国，然后去了法国。1870年普法战争爆发时，他身在

巴黎。他很快试图离开该国，但他的几何笔记是用德语写的，被误认为是加密情报（encoded
messages），因此他被逮捕并被指控为间谍。一个月后他从监狱获释，并迅速回归数学研究。

特别是，他开始研究“群”（groups）。四十年前，数学家埃瓦里斯特·伽罗瓦（Évariste Galois）曾利
用一类群来理解多项式方程的解。李（Lie）现在想对所谓的微分方程（differential equations）做

同样的事情，微分方程是用来模拟物理系统随时间变化规律的。

他对微分方程的构想并没有像他希望的那样奏效。但他很快意识到，他正在研究的这些群本身就很

有趣。于是，李群（Lie group）诞生了。

【高三解读】

【核心概念：失败是成功之母——“李群”的诞生】

这一页的内容不仅是一段数学史，更是一部微型的“英雄电影”。它讲述了著名数学家索菲斯·李

（Sophus Lie）如何从一个涉猎广泛的通才，经历战乱与冤狱，最终在试图解决一个宏大问题时
“意外”开创了现代数学极其重要的分支——“李群”。

简单来说，这段故事的核心逻辑是：类比与跨界。之前的数学大神伽罗瓦用“群论”解决了一元多次

方程（代数问题），索菲斯·李想模仿这个思路，用“群论”去解决微分方程（分析/微积分问题）。虽然
他原本的目标（彻底解决微分方程）没能完美实现，但他为了解决问题而发明的工具（现在的“李

群”），却成为了描述宇宙对称性最强有力的语言。

【难点解析：不仅要会算，还要理解背后的结构】

1. 关于“群”（Groups）与伽罗瓦的遗产



高三视角：你们在高中数学选修中学过“排列组合”，在化学中学过分子结构。伽罗瓦的

“群”其实研究的就是对称性。比如一个正方形旋转90度还是正方形，这种“操作的集合”就
是一个群。伽罗瓦发现，能不能解出一个方程（比如 ），取决于这

个方程背后的“对称性”够不够简单。
文中深意：伽罗瓦处理的是“离散”的东西（比如方程的几个根），而李面临的挑战是“连续”

的东西（物理世界的连续变化）。

2. 微分方程（Differential Equations）
高三视角：你们物理必修中学过加速度 ，在极限情况下这就是导数。微分方

程就是包含导数的方程。比如牛顿第二定律 ，写成微分方程就是 
。

本质：它描述的是“变化率”与“当前状态”的关系。李想做的是，通过研究这些方程在坐标

变换下的不变性（即对称性），来找到通用的解法。

【知识联想：连接你的高中知识网】

历史学科联动（普法战争 1870）：
文中提到的“Franco-Prussian War”（普法战争）是世界史的重要考点。正是这场战争促成了德

意志帝国的统一，也改变了欧洲大陆的格局。索菲斯·李作为一个挪威人，夹在法德之间，因

为用德语写数学笔记（看起来像天书一样的符号）被法国人当成德国间谍抓起来，这是一个非

常真实的时代注脚。这也提醒我们，科学发展从来不是在真空中进行的，它深受地缘政治的影

响。

物理学科联动（物理系统的建模）：

文中提到“model how a physical system changes over time”（模拟物理系统随时间的变化）。在
高中物理中，从单摆的简谐运动到电磁感应中的电流变化，本质上都是微分方程。索菲斯·李

发明的“李群”，后来成为了量子力学和粒子物理的标准语言。今天的物理学家在寻找“上帝粒

子”或研究“弦论”时，用的正是李当年在监狱释放后潜心研究的这套数学工具。
给你的启示：

索菲斯·李起初“flirted with”（短暂涉猎）很多学科，最后才定情于数学；他想解决微分方程，结
果却意外发现了“李群”。这告诉我们，学习路径往往不是直线的。即使你现在的解题思路没有

直接得出答案，你在探索过程中建立的方法论和思维模型（就像那个“群”），本身可能比答案更

有价值。

ax +5 bx +4 ... = 0

a = Δv/Δt

F = ma F = m ⋅
d x/dt2 2
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【原文翻译】

李群（Lie groups）的流形（manifold）性质对数学家而言是一份巨大的恩赐。当他们着手理解李

群时，可以运用几何学和微积分的所有工具——这对于其他类型的群来说并不一定适用。这是因为
每一个流形都具有一个美妙的性质：如果你放大到一个足够小的区域，它的曲线（弯曲）就会消

失，就像对于在地球表面行走的我们来说，球形的地球看起来是平坦的一样。

为了明白为什么这对研究群有用，让我们回到 SO(2)。请记住，SO(2) 由飞盘的所有旋转组成，并

且这些旋转可以表示为一个圆上的点。目前，让我们专注于一个

【高三解读】

核心概念：当“代数”遇见“几何”
这一页的内容看似在讲高深的数学概念，其实它揭示了数学界一次最伟大的“跨界合作”。简单来

说，这里讲了**“李群”**（Lie Group）为什么这么好用。

你可以把“群”想象成一堆动作的集合（比如旋转一个物体），通常这是代数的研究范畴；而“流形”则
是指一种光滑的空间形状（比如球面），这是几何的研究范畴。这段话的核心在于：李群既是群又

是流形。这意味着，我们在研究抽象的代数结构时，竟然可以拿出你们高三最熟悉的武器——微积
分（Calculus）来解决问题！

难点解析：为什么“变平”这么重要？
1. “流形”（Manifold）到底是什么？
文中提到的“美妙性质”其实就是流形的定义：局部欧几里得性质（Locally Euclidean）。

通俗理解：无论一个物体整体长得多么奇形怪状（比如一个甜甜圈或一个扭曲的高维球

体），只要你盯着它极小的一块区域看（Zoom in），它看起来就像是平直的欧几里得空

间。

生活案例：这就是文中“地球”的比喻。地球是圆的，但你在操场上跑步时，觉得地面是平
的。因为相对于整个地球，你的视野就是一个“足够小的区域”。

2. 为什么这对数学家是“恩赐”？
这就触及到了微积分的本质。高三导数（Derivative）的核心思想是什么？是**“以直代曲”**。

切线之所以能近似曲线，是因为在切点附近，曲线“看起来”就是直的。

如果一个群是离散的（比如整数集合），或者是尖锐不光滑的，你就没法求导，没法研究

它的“变化率”。



但正因为李群是流形，它“局部变平”了，数学家就可以在一个点附近建立坐标系，进行微

分运算，把复杂的非线性问题，转化成简单的线性代数问题来处理。这相当于给了你一把

“降维打击”的钥匙。

3. SO(2) 的例子
文中提到了 SO(2)，即“二阶特殊正交群”。别被名字吓到，在高三数学里，它其实对应着复平

面单位圆上的旋转。如果你把一个飞盘旋转  角，这个动作本身可以用圆上的一个点（或者说

一个复数 ）来代表。这一段是想告诉你：因为圆是光滑的流形，所以我们可以研究旋转动

作的“微小变化”。

知识联想：构建你的知识大厦

关联高中数学（导数与切线）：

当你求函数  在  处的导数时，你其实是在寻找一条“切线”。李群理论把这个思想推广到

了极致：我们在李群的“单位元”处求切空间，得到了一个叫“李代数”的东西。这就像是你不用
去管整个复杂的函数曲线，只研究那条笔直的切线，问题就简单多了。

关联物理（狭义相对论）：

爱因斯坦的狭义相对论中，时空变换组成的“洛伦兹群”也是一个李群。正是因为这种光滑的流
形性质，物理学家才能写出流畅的场方程，描述粒子如何在时空中运动。

关联地理（地图投影）：

既然球面局部是平的，我们才能画出城市地图（局部平面的投影）。但你永远无法把整个地球

完美地画在一张纸上而不撕裂它（因为整体拓扑结构不同），这正是流形“局部平坦、整体弯曲”
特性的体现。

总结给高三的你：

这段话告诉我们，哪怕是处理最抽象的对称性（群），只要我们能找到一个角度（流形），让它具备

“局部平坦”的特性，我们就能用微积分这把手术刀去精准地解剖它。这就是数学统一之美！
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【原文翻译】

圆上对应极微小旋转的一小段弧——比如，小于 1 度的旋转。

【图表描述】

图为一个以坐标轴为中心的绿色圆圈（代表旋转群 SO(2)）。在圆的右侧边缘（对应 0 度或起始位

置），有一小段加粗的黑色线段，代表极微小的弧长。从圆心延伸出的两条虚线连接该线段的两

θ

eiθ

f(x) x ​0



端，形成一个极窄的扇形。这幅图直观地展示了在极小范围内，圆弧几乎等同于一条直线段。

在此处，SO(2) 的曲率几乎难以察觉。当一个飞盘旋转 1 度或更少时，其边缘上的任意给定点所经
过的路径几乎是一条直线。这意味着数学家可以用一种……（此处原文中断，推测为“线性空间”或

“切线”）来近似这些旋转。

【高三解读】

同学你好，这张看似简单的图其实揭示了高等数学（特别是微分几何和李群理论）中一个最核心的

哲学思想：“以直代曲”，也就是我们常说的局部线性化。

核心概念：微观下的“平直世界”
这一页实际上是在向你介绍**李群（Lie Group）与李代数（Lie Algebra）**之间关系的几何直观。

虽然原文还没出现这些术语，但其逻辑已经呼之欲出：

1. SO(2) 是什么？
这里的“SO(2)”全称是“特殊正交群（Special Orthogonal Group）”。别被名字吓到，在高三数学

里，你可以把它简单理解为**“平面上所有旋转操作的集合”**。每一个旋转角度（比如旋转
30°、90°）都对应圆上的一个点。把所有可能的旋转连起来，就构成了一个圆。

2. 为什么强调“小于 1 度”？
原文提到的“飞盘”例子非常生动。想象你在操场上扔飞盘，如果你只看飞盘边缘转动极其微小
的一瞬间（比如 0.001 秒），边缘上那个点的运动轨迹与其说是“弧线”，不如说就是一条切线方

向的直线。这就是图中那段黑色短线想要表达的：在局部微观视角下，曲线是可以被看作直线

的。

难点解析与逻辑链条

这段话最后一句虽然切断了，但它的逻辑指向非常明确：化繁为简。

困难（曲线）：处理圆上的旋转（SO(2) 群）在数学上往往涉及复杂的非线性运算（比如矩阵

乘法，或者三角函数的叠加），计算起来很麻烦。

解决方案（直线）：既然在极小范围内，圆弧等同于切线，那么数学家就可以在这个“切线空间”

里进行加减运算（线性代数），来近似描述复杂的旋转。这个“切线空间”，在数学上就被称为李

代数。原文切断的地方，很可能就是要引出“切空间（Tangent Space）”或“李代数元素”这一概
念。

知识联想：连接你的高中知识库

试着把这个概念和你已经学过的知识串联起来：



1. 数学——导数的几何意义：
你肯定记得，  在几何上表示曲线在某一点的切线斜率。当我们计算 

 时，我们就是在用切线（直线）来近似曲线。这页 PPT 讲的其实就是这个道

理在高维几何中的推广。

2. 物理——瞬时速度：
做圆周运动的物体，其瞬时速度的方向是沿着圆的切线方向的。虽然物体宏观上在画圆，但在

每一个无限小的时间片里，它都在试图沿直线飞出去。这里的“直线路径”就是那个切向量。
3. 地理/常识：
地球是圆的，但为什么你脚下的操场看起来是平的？因为相对于地球的半径，操场的尺度太小

了。这就是**流形（Manifold）**的概念——局部看像欧几里得空间（平的），整体看却是弯曲

的。

总结：这一页不仅是在讲圆，更是在教你一种降维打击的数学策略——当我们面对复杂的非线性系
统（弯曲的圆）时，先钻进微观世界，用简单的线性系统（笔直的切线）去分析它。这是通往大学

高等数学的一把金钥匙。
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【原文翻译】

一条仅在一个点处与圆接触的直线——即切线。这条切线被称为李代数（Lie algebra）。

![插图说明：图中展示了一个绿色圆圈，坐标轴中心位于圆心。右侧有一条垂直的黑色箭头直线，
在圆的最右端与圆相切。这条切线被标注为“Lie algebra”（李代数）。]

这一特性非常有用。在直线上做数学运算要比在曲线上容易得多。并且，李代数包含其自身的元素

（通常被可视化为被称为向量的箭头），数学家们利用这些元素来简化关于原始群的计算。“世界上
最简单的数学分支之一就是线性代数，而李群（Lie groups）理论的设计方式，正是为了能够持续

不断地利用线性代数，”

【高三解读】

核心概念：化曲为直，降维打击

这就好比你在高三数学导数部分学到的核心思想——“以直代曲”。这一页的内容揭示了高等数学中
处理复杂对称性（李群）的一个终极法宝：线性化。

f (x)′ f(x) ≈ f(x ​) +0

f (x ​)(x −′
0 x ​)0



简单来说，图中的圆圈代表一个“李群”（比如旋转群），它是一个弯曲的空间，处理起来非常麻烦

（想想你在解析几何里算椭圆有多头疼）。而那条“李代数”切线，就是一个平直的线性空间。作者想
告诉你的是：我们研究弯曲的李群时，往往先跑到它平直的切线（李代数）上去做计算，算完后再

映射回来。 为什么？因为直线上的数学（线性代数）是数学界公认的“舒适区”，简单、规则且强
大。

难点解析：为什么“切线”叫“代数”？
这里可能会让你感到困惑：图上画的明明是一条几何直线，为什么名字叫“李代数”？

1. 切空间的概念：你眼前的这条切线，在数学上被称为“切空间”。对于这个圆上的某一点（通常

是单位元，即起点的意思），切线就是该点附近圆弧的最佳线性近似。这和你用导数  来

近似曲线  是一样的道理。

2. 从几何到代数：虽然它看起来是线，但在这条线上，向量可以自由相加、数乘（比如  或

），这些运算构成了完美的“线性空间”。因为我们可以用代数的方法（也就是向量运算和矩
阵）来处理这条线上的几何问题，所以它被称为“李代数”。

3. 向量的作用：文中提到的“箭头”（向量），其实就是在这个平直空间里的操作指令。通过研究这
些直来直去的向量，我们可以推导出那个弯曲圆圈的很多深刻性质。

知识联想：连接你的高中认知

物理上的瞬时速度：想象你在操场上跑圈（做圆周运动）。虽然你的轨迹是弯曲的，但在任意

一瞬间，你的速度方向是沿着圆的切线方向飞出去的。这个“瞬时速度向量”就活在李代数里，

而你的“位置”活在李群（圆）上。物理学就是通过研究切线上的速度（李代数），来预测你在圆

上的位置（李群）。

数学上的泰勒展开：还记得物理老师讲近似计算时用的  吗？当  很小时，正弦

曲线（弯的）和  直线（直的）几乎重合。这就是李代数思想的雏形——在局部，一切
光滑的弯曲世界都是平坦的。

总结一句话：李群理论就是数学家为了偷懒，想方设法把复杂的弯曲问题，转化为简单的线性代数

问题（矩阵、向量）来解决，而连接这两个世界的桥梁，就是这张图里的“切线”。
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【原文翻译】

……麻省理工学院的 David Vogan 说道。

f (x)′

f(x)
+a b

2a

sin(x) ≈ x x

y = x



假设你想比较两个不同的群。Vogan 说，它们各自的李代数简化了它们的关键属性，使得这项任务

变得更加直观明了。

“这两种结构之间的相互作用，”苏黎世联邦理工学院的数学家 Alessandra Iozzi 在谈到李群及其代数

时说，“所产生的影响是绝对巨大的。”

自然界的语言

自然界充满了李群所捕捉的那种连续对称性，这使得它们在物理学中不可或缺。以引力为例。太阳

对地球的引力仅仅取决于它们之间的距离——例如，地球位于太阳的哪一侧并不重要。因此，用李

群的语言来说，引力在 SO(3) 下是“对称的”。它

【高三解读】

核心概念：为什么数学家和物理学家都爱“李群”？

这一页的内容架起了一座连接“纯数学结构”与“物理世界规律”的桥梁。它主要阐述了两个核心逻
辑：

1. 数学上的“降维打击”：利用“李代数”这个简化工具来研究复杂的“李群”。

2. 物理上的“对称美”：自然界（如引力）最本质的规律是连续对称的，而李群正是描述这种规律
的完美语言。

难点解析与深度拆解

1. “李代数简化了李群”是什么意思？
不要被术语吓倒。想象一下，你正在研究一个非常复杂的弯曲表面（比如地球表面，这就像一

个**“李群”，它是弯曲的流形）。要在宏观球面上做精确计算很麻烦，因为它是非线性的。但

是，如果你只看你脚下的这一小块区域（比如你面前的操场），它看起来是平的。这种局部

的、平直的、线性的空间，就对应“李代数”**。
文中 Vogan 的观点其实是在说：通过研究那个“平直的简化版”（代数），我们往往就能推导

出那个“复杂的完整版”（群）的大部分性质。这就是把复杂的微积分或几何问题，转化为了
我们高中比较熟悉的“线性代数/向量”问题，从而化繁为简。

2. 什么是“连续对称性” (Continuous Symmetries)？
你们在高中几何里学的对称，大多是“离散”的。比如一个正方形，你必须旋转 90°、180° 才能
让它重合，转 1° 就不行了。但“连续对称”是指，你把它转动任意微小的角度（比如

0.0001°），它看起来都完全一样。圆、球体、液滴，都具有这种性质。文中提到物理世界充满
了这种对称，意味着自然法则往往是光滑、连续、完美的。

3. 什么是“在 SO(3) 下对称”？



SO(3) 是数学符号，全称是 Special Orthogonal group in 3 dimensions（三维特殊正交
群）。

通俗解读：别被名字唬住，它本质上就是**“三维空间中所有可能的旋转操作”**的集合。

物理意义：文中举了引力的例子。万有引力公式  告诉我们，力的大小只
取决于距离 。这意味着，如果你把整个太阳系在这个三维宇宙中随意旋转（做一个

SO(3) 变换），引力的大小和规律完全不变。不论地球在太阳的左边还是右边，只要距离

一样，物理定律就一样。这就是物理定律的“旋转不变性”。

知识联想：通往大学物理的桥梁

从对称性到守恒定律：这是一个非常高阶但也非常迷人的物理思想。著名的诺特定理

(Noether's Theorem) 告诉我们：每一个连续对称性都对应一个守恒量。
因为物理定律具有“时间平移对称性”（昨天和今天的实验结果一样），所以我们有能量守

恒。

而文中提到的 SO(3) 旋转对称性（空间方向不重要），直接导致了你们高中物理中一个重
要的定律——角动量守恒。

未来的学习：你在高中主要处理静态的几何或代数，到了大学，你会学习如何描述“变化”和“结

构”。李群就是研究“光滑的变化”的顶级工具。如果你未来想学理论物理（如广义相对论、粒子

物理）或高深数学，这一页的内容就是你未来的基石。
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【原文翻译】

……当其作用的系统在三维空间中旋转时保持不变。

事实上，物理学中所有的基本力——引力、电磁力以及将原子核结合在一起的力（强核力和弱核
力）——都是由李群对称性定义的。利用这一定义，科学家们可以解释关于物质的基本谜题，比如

为什么质子总是与中子配对，以及为什么原子的能量是以离散量的形式存在的。

1918年，埃米·诺特（Emmy Noether）证明了李群同样也是物理学中一些最基本的守恒定律的基

础，这一发现震惊了数学家和物理学家。她表明，对于物理系统中任何可以用李群描述的对称性，

都存在一个对应的守恒定律。例如，物理定律在今天与昨天相同，并且在明天也将保持不变这一事

实——这种被称为时间平移对称性的对称性，由包含实数的李群表示——意味着宇宙的能量必须守

恒，反之亦然。“我……

F = GMm/r2

r



【高三解读】

同学你好！读到这一页，你其实已经触摸到了现代理论物理的“圣杯”。如果说高中物理是在教你“怎

么算”（比如用动量守恒定律解题），那么这一页是在告诉你“为什么算”。它揭示了宇宙最底层的运行
逻辑：对称性决定相互作用，也决定了守恒定律。

核心概念：宇宙的“操作说明书”
这段文字主要讲了两件惊天动地的大事，它们构成了现代物理学的基石：

1. 力的本质是对称性：我们熟知的引力、电磁力，还有你可能在化学里听过的原子核内部的力，

本质上都是数学上的“李群（Lie Group）对称性”的产物。意思是说，宇宙为了维持某种数学上
的“完美对称”，必须生出这些力来平衡。

2. 诺特定理（Noether's Theorem）：这是物理学史上最美的定理之一。它告诉我们：每一个连
续对称性，都对应一个守恒定律。守恒定律不是上帝随手规定的，而是时空本身性质的自然推

论。

难点解析：不仅是几何图形

这里有几个概念对高三学生来说可能比较抽象，我们来拆解一下：

“李群对称性”（Lie Group Symmetries）：
别被这个数学名词吓到。你在数学课上学过“圆的旋转对称性”——无论你怎么转动一个完美的
球体，它看起来都一样。这种“平滑、连续”的转动，在数学上就用“李群”来描述。与之相对的

是正方形，只能转90度才重合（离散的）。
文中提到“由实数构成的李群”，其实就是指时间像一条连续的数轴（实数轴）。你可以把实验时

间点向前或向后平移任意实数秒（平滑移动），物理定律依然成立。这就是李群在物理中的体

现。

“时间平移对称性”与“能量守恒”：
这是文中举的最经典的例子。

现象：如果你今天做一个单摆实验，和明天在同样的条件下做同一个实验，结果是一样

的。物理定律不随时间流逝而改变。

本质：这叫“时间平移对称性”。
结果：诺特证明了，正是因为时间是均匀流逝、对称的，所以自然界必须有一个量是始终

不变的，这个量就是能量。如果你发现某个系统的能量不守恒了，那往往意味着时间对它

来说不再均匀（比如外界干扰了它）。

知识联想：打通你的学科壁垒

让我们把你高中的知识串起来，看看这段话背后的深意：



1. 物理与数学的联姻：

你在物理必修课里天天用的动量守恒，其实是因为空间平移对称性（你在北京做实验和在纽约

做，物理定律一样）；你学的角动量守恒，是因为空间旋转对称性（你面朝东做实验和面朝北

做，结果一样）。看，高中物理的三大守恒定律，其实就是时空的三个对称性！

2. 化学中的“离散能量”：
文中提到了“原子的能量是以离散量存在的”。这直接关联到你高二物理（选修3-5）或化学中学

到的玻尔模型和量子力学。电子能级是不连续的，为什么？这也是对称性群论导致的结果，就

像一根琴弦固定两端后，只能发出特定频率的声音一样，数学上的群结构限制了能量只能取特

定值。

3. 质子与中子的“配对”：
这稍微超纲一点点，但很有趣。在强核力看来，质子和中子其实是“同一个东西”的两个面（就

像硬币的正面和反面）。这种对称性叫“同位旋对称性”。理解了这个，你就理解了为什么原子核
里它们关系那么铁。

总结一下：这段话告诉你，物理学家眼中的世界，不是一堆杂乱的公式，而是一个由完美的几何对

称性编织成的结构。埃米·诺特（Emmy Noether）就是那个看穿了这层结构的人，她告诉你：因为

宇宙是对称的，所以它是守恒的。
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【原文翻译】

“即使在现在，我认为这也是一个非常令人惊讶的结果，”阿列克谢耶夫（Alekseev）说道。

如今，李群（Lie groups）依然是数学家和物理学家手中至关重要的工具。“定义之所以存在于数学

中，是因为它们强大有力。因为有许多有趣的例子，而且它们为你提供了一种思考事物的良好方

式，”沃根（Vogan）说道。“对称性无处不在，而这正是这些东西的用武之地。”

【高三解读】

核心概念：数学定义的“权力”与对称性的宇宙语言
同学，这一页的内容虽然短，但它触及了现代科学大厦的根基——李群（Lie groups）与对称性
（Symmetry）。简单来说，这段话在探讨为什么我们要搞出那么多复杂的数学定义？答案不是为
了为难学生，而是为了制造极其强大的“思维工具”。文中提到的阿列克谢耶夫和沃根都是顶级的数



学家，他们在感叹：那些描述连续对称性的数学结构（也就是李群），其美丽和深刻程度甚至让发

现者自己都感到惊讶。

难点解析：什么是“李群”？为什么定义是“有力”的？
1. 关于“李群”（Lie Groups）：
高中数学里我们学过几何图形的对称（比如正方形旋转 90° 重合），那是“离散”的。但想象一个
球体或圆，你可以把它旋转任意微小的角度（比如 0.00001°），它依然重合。这种连续的、平

滑的对称性，就是“李群”研究的对象。文中说它是“数学家和物理学家的至关重要的工具”，是
因为我们的宇宙本质上是建立在这些连续对称性之上的。

2. 关于“定义的权力”（Definitions... because they’re powerful）：
沃根教授这句话非常深刻。在高中，你可能觉得数学定义（如导数、向量）是枯燥的规则。但

实际上，定义是一种“数据压缩”和“思维封装”。
比喻：这就好比你想要拧螺丝，你可以徒手拧（很累），也可以发明一把“螺丝刀”。“螺丝
刀”就是一个被定义好的工具。

一旦我们定义了“李群”，我们就不需要每次都从头去描述“那个转一点点就重合的性质”，

而是直接调用这个强大的数学工具包，去解决粒子物理、量子力学里的复杂问题。定义给

了我们抓手，让我们能抓住看不见的规律。

知识联想：从高中课本到宇宙法则

物理（守恒定律）： 你在物理课上学的“动量守恒”、“能量守恒”，其实本质上都源于对称性。根
据诺特定理（Noether's Theorem），空间平移对称对应动量守恒，时间平移对称对应能量守
恒。而描述这些对称性的数学语言，正是李群。所以，文中说“对称性无处不在”，就是在告诉
你，你学的物理公式背后，都站着这些数学巨人。

化学（分子结构）： 化学中分子的构型（如甲烷的正四面体结构），其稳定性也与群论中的对称
性密切相关。

思维升级： 以后面对新的数学概念，不要只把它当作要背诵的条文。试着去想：“人类发明这
个定义，是为了简化什么？是为了抓住什么本质？” 这种思维方式，会让你从被动刷题变成主
动探索，这正是成为顶尖学者的第一步。


