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摘要 四维(4D)洛伦兹群   在无穷远处的天球上扮演着二维(2D)全局共形群的角色，而渐近的4D
散射态正是在天球上定义的。因此，4D平直空间振幅与共形球上的2D关联函数之间应有相似性，但这
种相似性被一个事实所掩盖：前者（4D振幅）通常是用在时空平移下变换简单的渐近波函数来表示的，
而不是在洛伦兹   变换下。在本文中，我们在4D闵可夫斯基空间中构造了在壳有质量标量波函
数，它们在   变换下如同共形原初算符。由这些波函数构造的散射振幅天然具有   协变
性。对于特定的质量关系，我们明确展示了它们的三点振幅简化为2D CFT原初三点函数的已知唯一形
式，并计算了其系数。这个计算通过闵可夫斯基空间的双曲切片上的类威腾(Witten-like)图自然地进
行，并带有一种全息的味道。

深度解读：“摘要”——通往新宇宙的“寻宝图”

你们好，欢迎来到理论物理的最前沿。这篇摘要就像一部科幻电影的预告片，它提出了一个

惊人的想法：我们生活的四维宇宙（3个空间维度+1个时间维度）可能是一个“全息投影”，
而“投影幕”是一个位于无穷远处的二维球面，即“天球”。

让我们逐句拆解这个“预告片”：

“四维(4D)洛伦兹群 SL(2,C)...作用于天球...为二维(2D)全局共形群...”

核心思想： 这句话是整篇论文的“魔法”所在。

洛伦兹群  ： 这就是你们在狭义相对论中学过的“洛伦兹变换”的“高级数学
版”。它描述了在4D时空中所有的旋转和“助推”(boosts)——即所有保持光速不变的
变换。

天球(Celestial Sphere)： 想象一下你站在地球上，所有星星“贴”在一个无限大的
球面上——这就是天文学上的“天球”。在这里，物理学家重新定义了它：它是我们
时空在“无穷远”处的边界，特别是“零无穷远”，也就是光线最终将到达的地方。

2D共形群： 这是一种在二维表面（比如天球）上的“完美”变换。它会缩放和平
移，但始终保持“角度”不变。想象你用手机双指缩放一张照片，照片上所有物体
的“形状”（即角度）都没变，只是变大了——这就是一种共形变换。
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“魔法”在于： 论文的第一个惊人论断是，描述 4D 时空对称性的洛伦兹群，竟然和
描述 2D 表面对称性的共形群，在数学上是同一个东西（同构）！这就像你发现你
家地下室的钥匙，竟然能打开银行的金库大门。作者们认为，这绝非巧合，而是暗

示我们的4D宇宙可以被一个2D的理论所描述。

“4D平直空间振幅...与...2D关联函数...相似性...被掩盖了...因为前者通常用...（平面
波）...表示...”

“散射振幅” 是物理学家用来计算粒子碰撞（比如在大型强子对撞机LHC里）结果
的工具，它本质上是一个“概率”。“关联函数” 则是2D共形场论(CFT)中计算不同点
上的场相互影响的工具。

作者说：既然4D对称性 = 2D对称性，那么4D的“振幅”和2D的“关联函数”本应“长得
很像”。但我们一直没看出来，为什么？

答案： 因为我们用错了“语言”。我们习惯的“语言”是“平面波”（你们在光学和量子
力学里学过的  ）。这种“语言”在描述“平移”（动量   很清楚）时很方便，但
在描述“洛伦兹变换”（旋转和助推）时就变得一团糟。

“本文中，我们构造了...在   变换下如同共形原初算符...的波函数...”

解决方案： 既然“平面波”这套“语言”不好用，作者就“发明”了一套新语言。

他们的新“语言”（即新的波函数）被精心设计，使其在洛伦兹变换下，变换方式“极
其简单优美”——就像2D共形场论(CFT)中“最基本”的算符（称为“原初算符”）一
样，只是简单地缩放，而不会变成其他乱七八糟的东西。

“由这些波函数...三点振幅简化为2D CFT...唯一形式...计算...在双曲切片上的类威腾图...
具有全息风味。”

成果展示：

1. 成果1： 他们用这套新“语言”去计算了一个最简单的粒子相互作用——“三点振
幅”（例如一个粒子衰变为两个）。

2. 成果2： 他们发现，计算结果完美地重现了2D CFT理论中由对称性唯一决定
的“三点函数”形式。

3. 成果3（最精彩的）： “全息风味”(holographic flavor)！他们发现，这个4D时空
的计算，可以被等价地看作是在一个叫“双曲空间”(H3)的辅助空间中进行的。
这种“把一个高维（4D）的计算转化为一个低维（3D）空间的计算”的思想，
就是“全息原理”(Holography)的核心。

总结： 这篇论文为“我们的4D宇宙是一个2D全息投影”这个激进的猜想，提供了第
一个坚实的、可计算的“证据”。
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深度解读：目录——寻宝图的“图例”

这张目录就是作者为我们绘制的“寻宝图”。它清晰地展示了他们的逻辑链条：

第1节 (引言)： 告诉我们“为什么”要寻宝。它提出了一个大问题（4D散射与2D CFT的
关系），并指出了“宝藏”的大致方向（天球对称性）。

第2节 (共形主波函数)： 这是在“打造工具”。寻宝需要特殊的工具，标准的“平面波”铁锹
不好用。作者在这里“发明”了一把“共形主波函数”的铲子（2.1节），并展示了如何打磨
它，让它能处理无质量和有质量的情况（2.2节）。

第3节 (三点振幅)： 这是“实地挖掘”。作者带着新工具（第2节的波函数）去挖一个“试
验坑”（最简单的三点相互作用）。他们挖出了“宝藏”（公式3.13），证明了他们的工具确
实能挖到东西，而且挖出来的东西（一个2D CFT关联函数）和地图（第1节的猜想）完
美吻合。

附录A (内积)： 这是“工具质检报告”。任何新“工具”（波函数）都必须符合量子力学
的“安全标准”（即内积要合理，不能出现无穷大或自相矛盾）。附录A的计算证明了这把
新铲子是合格的、可以安全使用的。

参考文献： 这是“巨人的肩膀”。它告诉我们，作者的“寻宝图”是基于哪些前辈（如
Dirac, Witten, Strominger等）的工作绘制出来的。

1 引言



四维(4D)闵可夫斯基空间中的量子场论(QFT)散射振幅通常是用的自由波动方程的渐近平面波解来表示
的。由于平面波只是简单地获得一个相位，而这个相位会因为动量守恒而抵消，因此平移不变性是显然

的。  洛伦兹不变性则更为微妙，因为平面波在洛伦兹变换下会非平凡地转变为彼此的叠加。

深度解读：

这里深入解释了摘要中提到的“语言”问题。物理学家计算粒子碰撞（散射振幅）时，通常假
设粒子在“无穷远”的过去和未来是自由的，并用“平面波”（ e^{i(kx-ωt)} ）来描述。

“平移不变性是显然的”： “平面波”是“平移”操作的“本征态”。这意味着当你把一个平面
波在空间中平移一段距离  a ，它仅仅是“乘以”了一个相位因子  e^{ika} 。在粒子碰撞
中，所有粒子获得的相位因子必须因为“动量守恒”而完全抵消。因此，使用平面波时，
动量守恒（平移不变性的结果）是一目了然的。

“洛伦兹不变性则更微妙”： “微妙”(subtle)是物理学家在说“极其繁琐和丑陋”时的委婉说
法。当你对一个平面波（代表一个特定动量的粒子）进行“洛伦兹助推”（boost，比如你
换一个高速运动的参考系去看它），它不会变成另一个单一的平面波。它会变成一堆具

有不同动量的平面波的“线性叠加”。这使得验证洛伦兹对称性（狭义相对论的基本要
求）变得异常困难，对称性隐藏在复杂的数学背后。

在本文中，我们为有质量标量波动方程找到了一个   原初（primary）解的基底，并将某些4D散
射振幅重铸为一种显然的   协变形式。这种形式在二维(2D)共形场论(CFT)的研究中非常熟悉，
在CFT中   扮演着全局共形群的角色。

深度解读：

这就是本文的“解决方案”。既然“平面波”这个“基底”（你可以想象成坐标系的x, y, z轴）让洛
伦兹变换变得复杂，作者们说：“那我们就换一个‘基底’！”

“  原初解的基底”： 这就是他们“发明”的新“坐标系”。在这个新“基底”下，平移
不变性（动量守恒）反而变得“微妙”了，但是   洛伦兹变换 却变得“显然”了。

“重铸...为...协变形式”： “协变”意味着在变换下形式保持优美。作者的目标是，让4D的
散射振幅在洛伦兹变换下，其变化方式和2D共形场论(CFT)中的“关联函数”一模一样。

视角转换： 这是一个关键的“视角转换”。我们不再问“这个粒子动量是多少？”，而是
问“这个粒子在洛伦兹变换下的‘共形维度’   是多少？”。

2D共形群的出现并非巧合，因为洛伦兹群在天球（用   表示）上扮演的正是全局共形群的角色，而
渐近态正是在天球（位于零无穷远处）上定义的。

深度解读：

这句话再次强调了那个“惊人的巧合”：4D洛伦兹群 = 2D共形群。这不是一个凭空想象，而
是有坚实数学基础的。

SL(2, C)

SL(2, C)
SL(2, C)

SL(2, C)

SL(2, C)
SL(2, C)

Δ

CS2



“零无穷远”(Null Infinity)： 这是光线（零的）传播到“无穷远”时所能到达的地方。它是
一个时空的“边界”。

“天球”  ： 这个“边界”的形状，恰好是一个二维球面（ ）再乘以一个时间（ ）。

在任何一个“时刻”，这个边界就是一个二维球面，也就是“天球”。

“渐近态...在天球上定义”： 当我们谈论一个“粒子”，我们实际上是在谈论它在“无穷
远”未来（或过去）的状态。所有粒子，无论有质量还是无质量，最终都会飞向无穷
远。它们在无穷远处的“位置”信息，就被编码在它们“撞击”天球的那个点上。

结论： 既然粒子是在“天球”上定义的，而“天球”上的对称性（2D共形群）又恰好等于我
们4D时空的对称性（洛伦兹群），那么，用天球的“语言”（2D CFT）来描述4D的粒子
散射，一定是最自然、最深刻的。

对散射振幅的   性质的研究可以追溯到狄拉克，但最近出现了一个对此主题感兴趣的新理由。
当引力耦合时，[2-5]中猜测   会被增强为完整的无限维局域共形（或Virasoro）群。这个猜想
最近在[6-8]中被证明，它在树图级别$^{1} ^{2}$ 尽管
完整的Virasoro对称性只在引力耦合时出现，但任何能够与引力耦合的QFT的散射振幅都被约束
为“Virasoro-ready”（为Virasoro对称性准备好的）。

深度解读：

这是一个“背景介绍”和“动机升级”，解释了“为什么是现在？”

1. “可追溯到狄拉克”： 80多年前，物理学大师狄拉克（P. A. M. Dirac）就玩过这个“4D洛
伦兹群 = 2D共形群”的数学游戏，但他没有找到“物理应用”。

2. “新理由（引力）”： 近年的新发现是，当你考虑“引力”时，这个对称性会“升级”！
SL(2,C)  只是一个“有限”的对称群（只有6个参数，对应3个旋转和3个助推）。
而“Virasoro群”是一个“无限维”的对称群（它可以独立地变换天球上的每一个点）。

3. “软引力子定理”： 这是一个关于“引力子”（传递引力的粒子）在“低能量”（软）极限下
表现的定理。惊人的是，这个定理的数学结构“恰好”等同于Virasoro群的对称性要求！

4. “Virasoro-ready”： 这是最关键的逻辑链： * (a) “软引力子定理”是一个（已被证明的）
事实。 * (b) 这“意味着”4D引力理论具有Virasoro对称性。 * (c) 既然“万物皆有引力”，
任何一个“现实”的量子场论(QFT)都必须能够与引力“耦合”。 * (d) 因此，即使我们暂
时“忽略”引力，只研究QFT，这个QFT也必须是“Virasoro-ready”的，即它必须“天生”就
具有一种可以被“升级”到Virasoro对称性的结构。 * (e) 什么样的结构是“Virasoro-
ready”的？答案：2D共形场论(CFT)！

$^{1}$脚注1： 次领头软定理有一个单圈精确的反常[9-12]，其效应仍有待理解，但在中最
近有所讨论。 $^{2}$脚注2： 人们可能希望4D量子引力散射振幅最终能被发现具有一个对
偶的全息表示，即在   上的某种奇异的2D CFT，但目前还没有此类构造的提
议。 $^{3}$脚注3： 这推广了那个众所周知的约束，即任何可以与引力耦合的QFT都必须具
有一个局域守恒的应力张量。
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解读脚注：

脚注1： 这是一个技术性的“免责声明”，说明这个“Virasoro对称性”在量子（圈图）层面
可能会被“反常”（量子效应）所破坏，目前还不完全清楚。

脚注2： 这是作者们的“终极梦想”：建立一个完整的“天球全息”（Celestial Holography）
理论，即 4D量子引力 = 2D CFT on  。他们坦率地承认，目前“还没有此类构造的
提议”。这篇论文，就是朝着这个“梦想”迈出的“婴儿学步”。

脚注3： 这是一个绝佳的类比，帮助你理解“Virasoro-ready”的含义。你们知道，任何物
理系统，如果它具有“时空平移不变性”（比如物理定律在上海和在纽约都一样），就必
然对应一个“能量-动量守恒”。在场论中，这个守恒定律的体现就是“守恒的应力张量”。
现在，作者们在说一个更强的约束：如果一个理论“可以”和引力耦合（即“万物皆有引
力”），它就必须满足一个更强的“Virasoro对称性”。

这表明它们应该类似于2D CFT关联函数的某个子集，可能涉及复数和连续的共形维度。事实上，人们
已经观察到软光子振幅具有2D流代数（current algebra）的形式。在这里，我们寻求理解4D散射振幅在
远离软极限的2D描述。

深度解读：

这里提出了这个“2D CFT”的两个“奇异”特征：

1. “复数和连续的共形维度”： 在你们将来可能学到的“标准”CFT（如二维伊辛模型）中，
共形维度   都是“实数”和“离散的”（比如  ）。而作者们在这里预言，这

个与我们4D宇宙对偶的2D CFT，将是一个“奇异的”CFT，其维度   是“复数”和“连续
的”（比如   可以是  ）。（剧透：这个预言将在附录A中被证实！）

2. “远离软极限”： 之前的工作（软光子）和（软引力子）只在“软极限”（即  ）下

才有效。而本文的目标是“硬”的，他们想为“任何能量”的粒子（特别是“有质量”的粒子）
建立这个2D描述。

本文考虑有质量标量三点函数，并将它们重铸为天球   上2D CFT关联函数的标准形式。总结一下结
果，令     为闵可夫斯基空间中的平直坐标。在   上（其中  ）的一个自然

坐标是

(1.1)

洛伦兹变换在   上扮演着全局共形群的角色

CS2

Δ Δ = 1/8, 1/2, ...
Δ

Δ 1.5 + 7i

E → 0

CS2

Xμ (μ = 0, 1, 2, 3) CS2 X X ​ =μ
μ 0

w = ​

X + X0 3
X + iX1 2
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(1.2)

这里的复数参数   满足  。我们将构造一个由   上的点   和一个   权重 
 标记的三参数解族（而不是由空间动量   的三个分量标记的平面波），它们会像共形原初算符一样变
换。我们将在下面发现，它们很自然地展现在闵可夫斯基空间的双曲切片中，这与中所倡导的平直空间

全息形式相一致。  接着意味着4D树图振幅取如下形式

(1.3)

其中“OPE系数”   依赖于三个渐近标量的质量、共形权重和三次耦合常数。我们推导出了一个   的积
分公式，它涉及双曲切片上的类威腾图。在一般情况下，这个积分可能无法以闭合形式计算，但它

在“近极值”情况（即入射粒子只比出射粒子质量总和略重）下得到了简化，并将在下文明确给出。

深度解读：

这是引言的“高潮”和“路线图总结”，明确了本文的“任务”。

公式(1.1)： 这是“天球坐标”   的定义。  是一个复数（包含   和  ）。这个公式是一

种“立体投影”，类似于把地球（球面）投射到一张平的地图（复平面）上。它精确地告
诉我们，一个沿   方向运动的光子，最终会“击中”天球上的哪一个点 

。

公式(1.2)： 这是核心数学。它显示了4D的洛伦兹变换（旋转和助推）是如何作用在这
个2D地图上的。这种   形式的变换，正是“莫比乌斯变换”，也
是2D共形变换最基本的形式。这在数学上证明了“4D洛伦兹群 = 2D共形群”。

公式(1.3)： 这是“最终答案”的“形式”。

左边   是4D的散射振幅（用新“语言”   写的）。

右边是2D CFT中“三点关联函数”的唯一形式。对称性（公式1.2）是如此强大，它

完全固定了答案的形式，只留下一个未知常数  。

本文的核心任务： 引言至此，作者已经把一个复杂的物理问题（计算4D散射振幅）简
化（或说转化）为一个“更简单”的数学问题：

1. 任务一（第2节）： 构造出能用   和   标记的波函数（即那套“新语言”）。

2. 任务二（第3节）： 用这个波函数去计算那个未知的常数  （在“近极值”这个简化
情况下）。
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“双曲切片”与“威腾图”： 这是“如何”计算   的线索。作者们发现，这个计算   的4D
积分，可以被“全息”地等效为一个在“3D双曲空间”中的积分，这种积分在AdS/CFT中被

称为“威腾图”(Witten Diagram)。

其他易处理的例子将会非常有意义。特别是，  振幅的优美结构表明，当它们被重写为   上的
关联函数时，可能会呈现一种特别漂亮的形式。在中，对此类振幅的一个贡献（来自前向光锥内部）被

表示为一个威腾图，但要获得完整的振幅，还必须加入额外的、更难计算的贡献（来自光锥外部）。这

仍然是一个悬而未决的开放问题。

深度解读：

作者在这里“抛砖引玉”，指出他们的“新语言”可能会有更广阔的应用。

“  振幅”： 这是一种“超对称”理论，是理论物理学家的“完美玩具模型”，它的散射
振幅具有令人难以置信的简洁和优美的数学结构。

“开放问题”： 作者们相信，如果用他们的新“天球”语言来重写   振幅，可能会揭
示出更深刻的结构。但他们坦承，目前的技术（如中的）还不足以计算“全部”的振幅，
这是一个“开放问题”，等待着下一代物理学家（可能就是你）来解决。

双曲切片的效用在中被Ashtekar和Romano在一个与此有些相似的背景下注意到。de Boer和Solodukhin
在中启动了一个程序，试图通过双曲切片，在AdS全息的背景下理解平直空间全息。软定理和散射的某
些方面在[8, 19-21]中被双曲地研究过。在最近共形自举程序复兴的背景下，共形对称性在嵌入的闵可夫
斯基空间中的线性实现已被用于简化计算，例如AdS中的共形块和传播子[22-26]。

深度解读：

这最后一段是“文献综述”，将本文的工作“定位”在更广阔的研究领域中。作者在告诉我们，
他们并不是“孤军奋战”：

****：前辈们（Ashtekar, de Boer, Solodukhin）早就意识到“双曲空间”（即有质量粒子
的动量空间）在全息术中可能很重要。

[8, 19-21]：最近的“软定理”研究也用到了双曲空间。

[22-26]：在另一个（更成熟的）领域“AdS/CFT”中，物理学家（如Costa, Penedones,
Rychkov等）已经在使用类似的思想（“嵌入空间”）来简化“共形场论”的计算。

本文的定位： 本文的工作是“承上启下”的。它将AdS/CFT中的计算技术（如[22-26]
的“共形块”思想和的“双曲切片”）与“渐近对称性”（如的“软定理”）的“新动机”结合起
来，去计算一个“经典”的QFT问题（有质量标量散射），并为“天球全息”这个“新梦
想”（如所倡导的）提供了第一个坚实的计算范例。

本文的大纲如下。在第2节中，我们定义并构造了有质量和无质量标量波函数，它们是洛伦兹群 
 的共形原初算符。我们的构造，即下文的方程(2.10)，是平面波与  （双曲切片）上的体-边

界传播子的卷积，并用贝塞尔函数给出了计算结果。我们还提出了一个积分变换，它将一个有质量标量

C C

N = 4 CS2

N = 4

N = 4

SL(2, C) H ​3



散射振幅转换为一个   协变的关联函数。在第3节中，我们在近极值极限下计算了有质量共形主
波函数的三点振幅。主要结果是方程(3.13)。在附录A中，我们计算了这些主波函数对于固定质量的克莱
因-戈登内积。

深度解读：

这是引言的最后一段，是对“寻宝图”（目录）的详细“文字说明”，再次确认了本文的路线：

1. 第2节：造工具。 目标是(2.10)和(2.17)，即那个“新语言”（共形主波函数）的数学公
式。

2. 第3节：挖宝藏。 目标是(3.13)，即那个“三点振幅”的计算结果，它将证明4D散射   3D

威腾图   2D CFT。

3. 附录A：质检。 确保新工具符合量子力学的“安全标准”（内积）。

2 共形主波函数

在本节中，我们构造了作为洛伦兹群   的共形原初算符的标量波函数。一个质量为  、共形维
度为   的标量共形主波函数   由以下两个性质定义：

深度解读：

现在我们正式开始“打造工具”（如第1节所承诺的）。本节的目标是“发明”一种新的波函数  ，
这个   必须同时满足两个“设计要求”：一个来自“物理”（必须是真实的粒子），一个来自“对
称性”（必须变换优美）。

1. 它是一个质量为   的克莱因-戈登方程的解，

. (2.1)

深度解读：

“设计要求一”（物理学）： 这个波函数必须描述一个“真实”的、质量为  m  的标量（无自旋）
粒子。

克莱因-戈登方程： 这是描述（无自旋）粒子最基本的波动方程，它是薛定谔方程的“相
对论版本”。

： 这是四维时空坐标  。

： 这是四维的“拉普拉斯算符”，即   算符  。根据脚注4的约

定，它是  。
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： 质量的平方。

意义： 这个方程(2.1)就是狭义相对论中的能量-动量关系   的“波函数
版”。（在量子力学中， ， ）。

2. 它在   洛伦兹变换下，像二维共形（准）原初算符一样协变地变换，

, (2.2) 其中   且  ，  是其在四维表示下的关联   群元素。

深度解读：

“设计要求二”（对称性）： 这个波函数必须“变换优美”。公式(2.2)就是“优美”的数学定义。

左边：  φ  经历了两次变换：

1. 4D时空变换： 它的“时空坐标”   被一个洛伦兹矩阵   变换了（例如旋转或助
推）。

2. 2D天球变换： 它的“天球坐标”   被一个莫比乌斯变换（公式1.2）变换了。

右边：  φ  根本没变！它只是乘上了一个因子  |cw+d|^{2Δ} 。

意义： 这意味着  φ  成功地将复杂的4D洛伦兹变换   “翻译”成了一个简单的2D缩放。
 (Delta) 在这里扮演了“缩放维度”(conformal dimension)的角色，它告诉我们这个函数
在缩放变换下的“权重”。

“准原初”： “原初”(primary)算符是指在“所有”共形变换下都这么变换；“准原初”(quasi-
primary)是指只在“全局”共形变换（即  ）下这么变换。

注意到，与AdS/CFT中的情况相反，这里的质量   和共形维度   是没有关联的。

深度解读：

这是一个“专家提示”，告诉我们“天球全息”与更成熟的“AdS/CFT”是不同的。

AdS/CFT（弯曲空间全息）： 在那里，一个   空间中的质量   唯一确定了其边
界   上的维度  （通过一个类似   的公式）。

平直空间全息（本文）： 在这里， （粒子质量）和  （洛伦兹变换的权重）是两个独
立的参数。这意味着一个质量为   的粒子（比如电子），可以对应天球上“一整族”具有
不同   的算符。这正是附录A中“连续维度”的体现。

$^{4}$我们将使用   作为   中的度规约定。 $^{5}$不存在将天球规范地（canonically）嵌
入闵可夫斯基空间光锥的方法。因此，也不存在将 $w$ 上的莫比乌斯变换与四维表示下的
$SL(2,\mathbb{C})$ 元素 ${\Lambda^{\mu}}_{\nu}$ 规范地关联起来的方法。事实上，任何两个相差一
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个 $SL(2,\mathbb{C})$ 共轭的 ${\Lambda^{\mu}}_{\nu}$ 在我们的定义中都同样好。在下文中，我们将
通过固定(2.6)中 $\hat{p}^{\mu}$ 的参考系来选择一个 ${\Lambda^{\mu}}_{\nu}(a,b,c,d)$ 的映射。更明
确地说，${\Lambda^{\mu}}_{\nu}$ 是作用在   上的   变换矩阵，通过将(2.4)代入(2.6)得到。

深度解读脚注：

脚注4： 这是一个技术约定。它定义了时间的度规是“负”的（

）。这意味着“类时”间隔（比如你的世界线） ，“类空”间隔  。

脚注5： 这是一个微妙的数学问题。4D洛伦兹变换（ ）和2D共形变换（ ）

在数学上是“同构”的，但它们之间没有“唯一”的“字典”。就像英语的“Love”和法语
的“Amour”都指“爱”，但它们背后的文化内涵（“规范”）不完全一样。作者说，我们必
须“选择一个”字典（即“固定一个参考系”），一旦选定，就必须坚持使用。

2.1 积分表示

有质量标量场的共形主波函数可以从三维双曲空间   中的体-边界传播子(bulk-to-boundary
propagator)的傅里叶变换来构造。令   为   的庞加莱(Poincaré)坐标，其度规为，

(2.3) 这里   且   是   的边界。这个几何具有   等距同构，其作用为

(2.4) 其中   且  。  可以被嵌入到   中，作为单位双曲面

(2.5) 的两个分支（  或  ）之一。

深度解读：
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这是“解决方案”的“灵感来源”。作者要同时满足(2.1)和(2.2)这两个“设计要求”，直接在我们的
4D时空（闵可夫斯基空间） X^μ  中求解太难了。

“天才的跳跃”： 他们发现，这个问题的答案“隐藏”在另一个空间——“动量空
间” p^μ  中。

洞察： 你们知道，有质量粒子的四维动量  p^μ  满足  （使用 

 度规）。如果我们考虑一个“单位”四动量  ，那么它满足  。

公式(2.5)： 这个方程   在4D动量空间中定义的“曲面”，在数学上正
是一个“三维双曲空间”( )！

新策略： 既然  H3 （动量空间）与  SL(2,C) （洛伦兹群）“天然兼容”（洛伦兹变换就
是  H3  的“旋转”，即等距同构(2.4)），作者决定：

1. 先在  H3  空间中找到一个“变换优美”的函数。

2. 然后，用一个“傅里叶变换”把这个  H3  上的函数“投影”回我们的4D时空  X^μ 。

公式(2.3)和(2.4)只是  H3  空间的“技术定义”，它告诉我们这个空间长什么样以及它的
对称性。

更明确地说，我们可以选择这个嵌入映射  ，对于上双曲面（对应一个出射粒子），为

(2.6) 这导出了一个有用的关系

(2.7)

深度解读：

公式(2.6)： 这是  H3 （动量空间）和4D动量  p^μ  之间的“换算公式”或“字典”。它告诉

你  H3  上的一个点（由 y 和 z 定义）对应于哪一个4D单位动量  p^μ 。

公式(2.7)： 这是(2.6)的“逆公式”。它告诉我们， H3  上的复坐标  z ，其实就是4D动量
的一种“立体投影”。请注意： 这个  z  和我们引言(1.1)中的  w  长得一模一样！只
是  w  是用位置  X  定义的，而  z  是用动量  p  定义的。这暗示了“位置”和“动量”在无
穷远处（天球上）的深刻联系。

令   为   中共形维度为   的标量体-边界传播子，

p ⋅ p = −m2 (−, +, +, +)
​ =p̂μ p /mμ

​ ⋅p̂ ​ =p̂ −1

−( ​ ) +p̂0 2 ( ​) =​p̂ 2 −1
H ​3

​ :p̂μ H ​ →3 R1,3

​ (y, z, ) =p̂μ z ( ​, ​, ​, ​)
2y

1 + y + ∣z∣2 2

y
Re(z)

y
Im(z)

2y
1 − y − ∣z∣2 2

z = ​

​ + ​p̂0 p̂3
​ + i ​p̂1 p̂2

G ​(y, z, ;w, )Δ z w H ​3 Δ



(2.8) 它在   变换(2.4)下协变地变换，

, (2.9) 其中   且  。

深度解读：

公式(2.8)： 这是“新策略”中的“关键积木”。 G_Δ  是   空间中的“体-边界传播子”。

物理图像： 想象  H3  空间（即动量空间）的边界   处有一个“源”，位于 
 点。这个“源”在   “体内”的一个点   处产生了多大的“影响”？答案就是(2.8)。

公式(2.9)： 这是“验收”。作者检查了这块“积木”  G_Δ ，发现它恰好具有我们想要的“优
美变换”性质（与(2.2)中  φ  的变换性质几乎一样）。 w  是边界点坐标， z  是体内点坐
标。

有质量标量的共形主波函数是

(2.10) 其中我们为入射（outgoing）粒子选择负（plus）号，为出射（incoming）粒子选择正（minus）
号。  在下一小节中，我们将看到潜在的发散积
分可以通过将质量   复数化，以一种   协变的方式来调节，并且(2.10)会用贝塞尔函数表示。

深度解读：

这就是“总装图纸”！ 这就是本节的核心成果，即“共形主波函数”的构造公式。

G_Δ(...) ： 这是从  H3 （动量空间）借来的、保证“变换优美”（满足要求二）的“灵
魂”。

exp[±im p⋅X] ： 这是“平面波”的“肉体”。 p  是从  (y,z)  换算过来的（公式2.6）。它
保证了波函数满足“克莱因-戈登方程”（满足要求一）。

∫... ： 这个积分（本质上是一个傅里叶变换）把“灵魂”和“肉体”结合起来，创造出了

新的波函数  φ 。

结论： (2.10)这个  φ  同时满足了物理要求(2.1)和对称性要求(2.2)。工具打造成功！

很容易检查(2.10)确实是一个共形主波函数。首先，它满足有质量的克莱因-戈登方程，因为每个平面波
因子   都满足。其次，由于   中体-边界传播子的   协变性(2.9)，它是一个共形准原初算
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符（在(2.2)的意义上）。我们对共形主波函数(2.10)的定义和公式可以很容易地推广到任意维度 
 的闵可夫斯基空间，并且它将在欧几里得   维共形群   下协变地变换。

深度解读：

这是对(2.10)的“双重检查”，确认它满足两个“设计要求”：

1. 满足(2.1)（物理）？ 是的。因为  φ  是  e^{im p⋅X}  的积分（线性叠加）。既然每一
个  e^{im p⋅X} （平面波）都满足克莱因-戈登方程，它们的“和”（积分）也必然满
足。

2. 满足(2.2)（对称性）？ 是的。因为  G_Δ  具有(2.9)的优美变换性质，通过巧妙的数学

（洛伦兹变换的积分测度不变性），这个性质会“遗传”给积分后的  φ 。

“可推广性”： 作者指出，这个“新策略”（从动量空间的   构造）不仅适用于4D，而
且适用于任意维度。这表明他们可能发现了一个非常“普适”的原理。

 是通过映射(2.6)嵌入到动量空间，而不是位置空间，边界点   似乎生活在动量空间的边界，而
不是闵可夫斯基空间的边界。然而，这些空间是规范地等同的。一个自由有质量粒子的轨迹是

(2.11) 在晚期时刻， ，  且

. (2.12) 也就是说，有质量的粒子渐近地趋向于闵可夫斯基空间双曲切片上的一个固定位置，这个位置
由它们的四维动量决定。因此   可以被解释为晚期渐近   切片的边界坐标。

深度解读：

这里作者在回答一个“哲学问题”： w  到底是什么的坐标？

我们最初在(1.1)中用位置  X  定义了  w ，称它为“天球”（位置边界）上的点。

但后来我们在(2.7)和(2.8)中用动量  p  定义了  w  (或 z )，称它为“ ”（动量边界）上
的点。

这是否矛盾？

不矛盾！ 公式(2.11)和(2.12)给出了答案。

(2.11)是一个自由粒子的运动轨迹（ s  是时间）。

(2.12)告诉我们，在“无穷远的未来”( )，这个粒子的“位置” X  和它的“动量” p  几
乎是同一个东西（它们指向同一个方向）。

R1,d+1

d SO(1, d + 1)

H ​d+1

H ​3 (w, )w

X (s) =μ
​ s +p̂μ X ​0

μ

s → ∞ −X →2 ∞

​ →
​−X2

Xμ
​p̂μ

(w, )w H ​3

H ​3

s → ∞



深刻洞察： 这意味着“无穷远未来的位置边界”（我们的天球）和“动量空间的边
界”（ H3 的边界）被“等同”起来了。 w  是一个“双面间谍”，它同时生活在这两个世界。
这在物理上是合理的，因为在无穷远处，一个粒子将飞向哪个方向，完全由它出发时的

动量决定。

尽管我们远未构造出任何这样的例子，的作者们推测，在   上存在一个（某种奇异类型的）边界2D
CFT，它的一部分关联函数就是4D体内的闵可夫斯基散射振幅。每一个体内场都将对偶于一个由其共形
权重标记的连续算符谱。在这个假想的2D CFT中，标量体内场模(2.10)将全息地对偶于一个维度为 

 的局域标量边界算符  。

深度解读：

这是对“终极梦想”（脚注2）的再次申明。

假想： 存在一个 2D CFT。

对偶： 4D的“散射振幅”   等于 2D的“关联函数”  。

字典： 我们4D时空中的一个“场”（比如“电子场”），对应到2D天球上不是一个算符，而
是“一整族连续”的算符  （由   标记）。

本文的贡献： 我们新构造的波函数  （公式2.10），正是4D这边“体内场模”的数学表

示，它对应的就是2D那边的一个特定算符  。

共形主波函数的   协变性意味着由它们构造的任何散射振幅的   协变性。令   为   个

质量为     的有质量标量的在壳动量。给定这些有质量标量的任意洛伦兹不变的   点动
量空间散射振幅  （包括动量守恒   函数  ），共形主振幅   是

, (2.13) 其中   由(2.6)给出，满足  。根据构造，  在 

 下协变地变换，

. (2.14)

深度解读：

公式(2.13)： 这是“翻译机”的数学公式。

输入：  ，任何用“旧语言”（平面波，动量 p ）写的“标准振幅”。

CS2

Δ
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“翻译”过程： 对每一个粒子  i ，都用(2.10)的“灵魂”部分（ ∫d(H3) G_Δ ）进行积

分。

输出：  ，用“新语言”（共形波函数，天球坐标 w ）写的“新振幅”。

公式(2.14)： 这是“质量保证”。这个“翻译机”保证了“新振幅”  Ã  一定具有  SL(2,C)  协
变性（即(2.2)的变换性质）。这正是我们想要的！

2.2 解析延拓与无质量波函数

积分表达式(2.10)只是共形主波函数的一个形式化定义，因为对于实质量  ，该积分是发散的。更严格
地说，我们应该通过从一个非物理区域的解析延拓来定义我们的共形主波函数。

深度解读：

作者在“坦白”：刚刚那个漂亮的公式(2.10)在数学上是“发散的”，即积分为无穷大。这是一

个“Bug”。

这在物理学中很常见，一个看似完美的“灵感”在严格的数学计算面前会“崩溃”。但这并不意
味着“灵感”是错的，只意味着我们需要更强大的数学工具来“驯服”它。

这就是“B计划”，名为“解析延拓”(Analytic Continuation)。

当质量为纯虚数   且   位于未来光锥内部时，出射波函数(2.10)是收敛的，并且可以被计算
为

,  , (2.15) 如果  ,  , 其中   是   中的一个零矢量（null vector），定义为

. (2.16) 在得到这个贝塞尔函数表达式(2.15)之后，我们就可以将它解析延拓到实质量   和   的其他
区域，

. (2.17) 我们引入了一个   约定来调节实质量   情况下的积分(2.10)。然而，在实践中，积分表示
(2.10)将被证明在计算这些共形主波函数的散射振幅时更方便。

深度解读：

(w ​)A~ i

m

m ∈ −iR ​+ Xμ

ϕ ​(X ;w, ) =Δ,m
+ μ w ​ ​K ​(∣m∣ ​)∣m∣

4π
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μ
Δ

( ​)−X2 Δ−1

Δ−1 −X2

m ∈ −iR ​+ X >0 0 X X ​ <μ
μ 0 qμ R1,3

q =μ (1 + ∣w∣ ,w +2 , −i(w −w ), 1 −w ∣w∣ )2

m R1,3

ϕ ​(X ;w, ) =Δ,m
± μ w ​ ​K ​(im ​)

im
4π

(−X q ​ ∓ iϵ)μ μ Δ
( ​)−X2 Δ−1

Δ−1 −X2

iϵ m



这就是“B计划”的执行过程：

1. 步骤1（绕道）： 我们先假装质量  m  是“虚数”（比如  ）。这在物理上毫无意

义，但在数学上，它奇迹般地使(2.10)的发散积分“收敛”了。

2. 步骤2（计算）： 在这个“虚质量”的“玩具世界”里，我们完成了积分（这是一个非常困难
的积分，作者直接给出了答案），得到了一个“丑陋但封闭”的答案，即公式(2.15)。

3. “答案”里有什么？ *  K_{\Delta-1} ：这是“修正贝塞尔函数”，一种你们在大学才会学
到的特殊函数。 *  X^2 < 0 ：表示  X  在光锥内部（类时）。 *  q^μ ：(2.16)是一个“零
矢量”（ ），它代表了天球上  w  点所对应的那个“光线方向”。

4. 步骤3（返回）： 有了这个答案(2.15)，我们再把它“解析延拓”回“真实世界”。我们只需
把(2.15)中的  |m|  替换为  im ，就得到了“真实世界”的最终答案(2.17)。

5. 结论： (2.10) 只是一个“灵感”，(2.17) 才是我们真正要用的“成品”波函数。 iε  是一个
无穷小的“调节器”，保证数学上的一切都是“良定”的。

我们注意到，在晚期时刻，在未来光锥内部，波动方程呈现渐近形式

,  . (2.18) 在   很大时，其领先的非平凡解为

, (2.19) 其中   是   上的任意函数。人们可以检查(2.17)在   时具有此形式。 另一方面，在
光锥外部接近空间无穷远处，我们有

,  . (2.20) 在   很大时，其领先的非平凡解为

(2.21) 其中   是   上的任意函数。人们可以验证(2.17)在   时具有此形式。

深度解读：

这两段是“交叉验证”或“单元测试”。作者在检查他们那个“丑陋”的贝塞尔函数(2.17)是否“合
理”。
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测试1（光锥内，(2.18)）： 在“无穷远的未来”（ τ  是固有时， τ→∞ ），克莱因-戈登方
程的解“应该”是什么样子？答案是(2.19)，它是一个振荡的（ e^{imτ} ）并以  1/
τ^{3/2}  衰减的波。

测试2（光锥外，(2.20)）： 在“无穷远的空间”（ σ  是空间距离， σ→∞ ），解“应该”是什
么样子？答案是(2.21)，它是一个指数衰减的（ e^{-mσ} ）波。

结果： 作者说，他们“检查”过了，(2.17)这个贝塞尔函数在上述两个极限下，其行为
（衰减方式）与(2.19)和(2.21)完全一致。这增加了他们对(2.17)是正确答案的信心。

$^{6}$当   在光锥外时，应取(2.17)中对应于衰减指数的平方根。

从贝塞尔函数表达式(2.17)，我们可以取   的极限，以获得无质量共形主波函数（假设 
）

(2.22) 无质量共形主波函数已在[2, 8, 19-21]中被考虑过。

深度解读：

这是“B计划”的一个“副产品”或“免费赠品”。

 极限： 通过一个简单的数学极限（当  m→0  时，贝塞尔函数   会简化），他们
那个“丑陋”的有质量波函数(2.17)“免费”得到了“无质量”粒子的共形主波函数(2.22)。

公式(2.22)： 这个形式  1/(-X⋅q)^Δ  极其简洁优美！

再次验证： 这个(2.22)的简洁形式，在以前的研究中[2, 8, 19-21]已经被（通过其他途
径）讨论过了。这再次证明了他们构造的(2.17)是正确的，因为它能“兼容”所有已知的
（有质量和无质量的）结果。

$^{7}$与(2.17)的无质量极限相比，这里我们省略了一个总体的常数因子。

3 有质量标量的三点振幅

在本节中，我们将考虑共形主波函数(2.10)   的树图级三点振幅  ，它们通过 

 中的一个局域三次顶点相互作用

(3.1) 平面波的三点散射振幅则简单地是

Xμ

m → 0 Re(Δ) >
1 7

ϕ ​(X ;w, ) =Δ,m=0
± μ w ​

(−X q ​ ∓ iϵ)μ μ Δ
1

m → 0 K

ϕ ​(X ;w ​, ​)Δ ​,m ​i i

± μ
i w i (w ​, ​)A~ i w ​i

R1,3

L ∼ λϕ ​ϕ ​ϕ ​ +1 2 3 ⋅ ⋅ ⋅.



. (3.2)

深度解读：

现在进入“实战演习”（引言中预告的）。我们已经“打造”好了“新工具”（第2节的波函数  ），
现在我们要用它来“挖宝”。

“试验坑”： 我们选择“最简单”的相互作用，即“三点振幅”（一个粒子1衰变为粒子2和
3）。

公式(3.1)：  L ~ λφ₁φ₂φ₃  是描述这种相互作用的最简单的“拉格朗日量”（ L ）。

λ  (lambda) 是“耦合常数”，代表这种相互作用的强度。

公式(3.2)： 这是“旧语言”（平面波  p ）下的答案。它非常简单， A  就是  λ  乘以一
个   函数。这个   的唯一作用就是“保证动量守恒”（
）。

对于共形主波函数，我们有

, (3.3) 其中我们取第一个粒子为入射，另外两个为出射。三点振幅被   协变性(2.2)固定为与二
维CFT中的标准三点函数成正比：

(3.4) 尽管如此，能明确地看到这个公式在4D散射振幅中出现还是令人满意的。我们希望确定这个有限
的比例常数，它是质量   和共形维度   的函数。在一般情况下，它们由积分表达式(3.3)给出，这个
积分可能无法解析地计算。

深度解读：

公式(3.3)： 这是“新语言”下的“问题”。它把三个“共形波函数”  （我们第2节的“成品”）
在同一个时空点  X  “相遇”（即  ），然后在“所有”时空点  X  上积分（ ∫d⁴X ），

最后乘以相互作用强度  λ 。

公式(3.4)： 这是“只靠对称性”猜出的“答案形式”。正如引言(1.3)所说， SL(2,C)  对称
性是如此强大，它直接规定了答案必须长成(3.4)的样子（这个形式与2D CFT三点函数
完全相同）。
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本节任务： (3.4) 只告诉了我们答案的“形状”，但没有告诉我们它的“大小”（即整体的比
例常数，也就是引言里的 C ）。本节的任务就是强行算出 (3.3) 的积分，并将其与 (3.4)

对比，从而确定这个比例常数  C(m, Δ) 。

我们将明确地在“近极值”情况（即第一个粒子的质量只比其他两个粒子的质量总和略重）下计算这个常
数。在这种情况下，积分大大简化，三点振幅退化为   中的树图级三点威腾图。 令第一个粒子的质量
为  （ ），另外两个粒子的质量为  。 计算  -积分，我们得到标量三点振幅的如下表达
式，

(3.5) 其中   如(2.6)所定义。注意，对于一般的  ，该积分并不具有   中树图级
三点威腾图的形式。

深度解读：

“近极值”情况： 作者承认，(3.3) 的积分太难了。为了能“算出答案”，他们采用了一
个“简化”的物理情景。

物理图像： 粒子1的质量   几乎等于粒子2和3的质量之和 (

)。 ε  (epsilon) 是一个极小的正数（ ε→0 ），代表粒子1只比“衰变阈值”重
了“一点点”。

意义： 这意味着衰变几乎没有多余的能量释放，粒子2和3几乎是“背靠背”静止地产
生的。

公式(3.5)： 这是把(3.3)和(3.2)“混合”起来的结果。

1. 他们用(2.10)的积分形式代入  。

2. 他们先执行了(3.3)中的  ∫d⁴X  积分。这个积分（本质上是  ）

产生了动量守恒的   函数，即(3.2)中的  。

3. 于是(3.3)就变成了(3.5)：一个包含“三个”  H3 （动量空间）积分的“怪物”，被一个 
 函数“约束”着。

$^{8}$我们将使用共形主波函数的积分表示(2.10)来简化振幅的计算，并最终在近极值极限
下与   中的威腾图建立联系。然而，如第2节末尾所讨论的，我们共形主波函数的积分表
示对于实质量   是发发散的，正确的定义需要从贝塞尔函数表达式(2.15)进行解析延拓。尽
管如此，我们将看到使用积分表示计算出的三点振幅结果是有限的。

解读脚注8：

作者再次“坦白”，他们用的是“发散”的(2.10)来计算，而不是“成品”(2.17)。
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8

(w ​, ​) =A~ i wi i(2π) λm ( ​ ​ ​ dz ​d ​) ​G ​(y ​, z ​, ​;w ​)δ (−2(1 +4 −4

i=1

∏
3

∫
0

∞

y ​i
3

dy ​i ∫ i z i
i=1

∏
3

Δ ​i i i z i i
(4) ϵ) ​ ​ +p̂1 ​ ​ +p̂2 ​ ​)p̂3

​ ​ ≡p̂i
μ

​ (y ​, z ​, ​)p̂μ i i z i ϵ ≥ 0 H ​3

m ​ =1 2(1 + ϵ)m m ​ +2

m ​ =3 2m

ϕ

e d X∫ i(−p ​+p ​+p ​)⋅X1 2 3 4

δ δ (...)(4)

δ

H ​3

m



为什么？ 因为(2.10)（积分形式）虽然“发散”，但在(3.5)的“组合”中，这个   函数的“约
束”非常强，它奇迹般地“杀死”了发散，使得最终的振幅  Ã  反而是“有限的”。这是一种
计算上的“捷径”。

我们现在执行  ,  ,  -积分来消除三个   函数。结果，我们有

, (3.6) 其中我们已经替换了

(3.7) 总体的因子2是由于重新整理   函数的参数而产生的雅可比(Jacobian)行列式。 现在让我们将变量
从   更改为  ，

. (3.8)   的上界由

(3.9) 给出，这来自于约束  。我们然后可以将三点振幅重写为

δ

y ​3 z ​3 ​z 3 δ

(w ​, ) =A~ i w ​i i2(2π) λm ( ​ ​ dz ​d ​)( ​ dz ​d ​) ​G ​(y ​, z ​, ​, ​, ​)4 −4 ∫
0

∞

y ​1
3

dy ​1 ∫ 1 z ​1 ∫
0

∞

y ​2
3

dy ​2 ∫ 2 z2
i=1

∏
3

Δ ​i i i z i wi wi

× ​δ( ​[−2ϵy ​y ​ +
2(1 + ϵ)y ​ − y ​1

−1
2
−1

1
y ​ − 2(1 + ϵ)y ​1 2

2(1 + ϵ)
1 2 (y ​ −2 y ​) +1

2 ∣z ​ −2 z ​∣ ])1
2

y ​ =3 ​

2(1 + ϵ)y ​ − y ​1
−1

2
−1

1

z ​ =3 2(1 + ϵ)y ​ − y ​1
−1

2
−1

2(1 + ϵ)y ​z ​ − y ​z ​1
−1

1 2
−1

2

δ
(y ​, z ​, ​)2 2 z 2 (R, θ, ϕ)

y ​ =2 y ​ +1 R cos θ

z ​ =2 z ​ +1 R sin θ eiϕ

0 ≤ θ ≤ θ ​(y ​,R)∗ 1 θ

θ ​(y ​,R) =∗ 1 ​ ​{
π,
cos (− ​),−1

R
y ​1

if R < y ​,1

if R ≥ y ​1

cos θ = ​ ≥R
y ​−y ​2 1 − ​R

y ​1

(w ​, ​) =A~ i wi i2(2π) λm ​ ​ dz ​d ​ ​ dRR ​ dθ sin θ ​ dϕ4 −4 ∫
0

∞

y ​1
3

dy ​1 ∫ 1 z1 ∫
0

∞
2 ∫

0

θ ​(y ​,R)s 1

∫
0

2π



, (3.10) 其中  ,  ,   和  ,  ,   已被(3.8)和(3.7)替换。  函数的支撑（即非零点）位于

. (3.11)

深度解读：

这几步是“枯燥的”数学计算，展示了作者如何“驯服”那个“怪物”积分(3.5)。

1. (3.6) & (3.7)： 他们利用   函数的“约束”，“解”出了粒子3的  H3  坐标  。

这“消灭”了对   的积分，代价是让剩下的   函数变得更复杂（见(3.6)的第二
行）。

2. (3.8) & (3.9)： 他们“切换”坐标系，从   切换到以粒子1   为中心的“球坐

标”  。 R  是粒子1和2在  H3  空间中的“距离”。

3. (3.10)： 这是用新坐标系   重写(3.6)的结果。它更丑了，但好处是   函数内部

现在显式地出现了  R 。

4. (3.11)： 这是“关键”。他们“解”了这个   函数，发现它只在  R  取一个特定值时才“存

活”。请看  R  的表达式：它正比于  。

到目前为止，我们还没有对三个粒子的质量  ,  ,   取任何极限。 现在让我们考虑近极值极
限  。在这个极限下，三个动量   变得共线，并且   中相应的点   变得重合。在 

 的领头阶，   的解可以近似为

. (3.12) 在近极值极限下，我们有  ，因此   中的三个体点  ,  ,   变得重合，如上所述。我们
然后可以将三个体-边界传播子   移出  -积分。 接下来，通过对   的简单幂次计数，我们发现
共形主波函数的三点振幅在   时为零，这与边缘衰变过程的相空间消失有关。我们应该推进到近极
值展开的次领头阶以获得非零答案，即$^{9}$

× G ​(y ​, z ​, ​;w ​, ​) ​

i=1

∏
s

Δ ​i i i z i i wi ((2ϵ + 1)y ​ + 2(1 + ϵ)R cos θ)(y ​ + R cos θ)1 1 2
y ​1

×δ( ​)
(2ϵ + 1)y ​ + 2(1 + ϵ)R cos θ1

2(1 + ϵ)

y ​2 z ​2 ​z 2 y ​3 z ​3 ​z 3 δ

R = ​ ​ +ϵ 2y ​ + ϵy ​ cos θ1
2

1
2 2 ϵy ​cos θ1

δ (...)(4) (y ​, z ​)3 3
(y ​, z ​)3 3 δ

(y ​, z ​)2 2 (y , z ​)1 1

(R, θ, ϕ)

(R, θ, ϕ) δ

δ
​ϵ

2(1 + ϵ)m m m
ϵ → 0 m ​ ​ ​ip̂i H ​3 (y ​, z ​, ​)i i z i
ϵ R

R = ​y ​ +2ϵ 1 O(ϵ)

R ∼ 0 H ​3 y ​i z ​i ​z ​i
G ​Δ ​i R, θ, ϕ R

ϵ = 0



(3.13) 其中倒数第二行括号中的项，正是   中的树图级三点威腾图，它在中被计算过。因此，近极值

有质量三点振幅具有二维CFT中标量原初算符三点函数的形式，其共形维度为  。

深度解读：

这就是“寻宝”的“高潮”！ 这是整篇论文的核心计算结果。

(3.12)的物理意义：

1. ε→0 （近极值）的物理意义是：衰变几乎没有多余的能量。

2. 数学上，(3.11)和(3.12)告诉我们， R （粒子1和2在动量空间的“距离”）正比

于  √ε 。

3. 结论： 当  ε→0  时， R→0 。这意味着三个粒子的  H3  坐标（动量）“重合”到同一
点。

(3.13)的计算步骤：

1. 第1步 (近似)：因为三个点  (yᵢ, zᵢ)  几乎重合（ R→0 ），作者可以把(3.10)中三
个  G_Δ(pᵢ, wᵢ)  当作都在同一点  p₁ ，并把它们“提”到积分  ∫dR...  的外面。

2. 第2步 (计算)：剩下的  ∫dR...  积分（ R ~ √ε ）是一个关于  ε  的积分。

3. 第3步 (结果)：计算结果见(3.13)的最后一行。

(3.13)的深刻洞察 (The Punchline):

√ε ：振幅与  √ε  成正比。这意味着在“完美极值”  ε=0  时，振幅为0（因为衰变
被运动学禁止了，没有相空间）。

|w₁-w₂|... ：分母上的  |w-w|...  结构完美地匹配了(3.4)中由对称性决定的2D
CFT形式！（成功了！这就是我们要找的！）

(w ​, ​) =A~ i w ​i ​ ​ ​ dz ​d ​ ​G ​(y ​, z ​, ​;w ​, ​)
m4

i(2π) λ5
∫
0

∞

y ​1
3

dy ​1 ∫ 1 z ​1
i=1

∏
3

Δ ​i 1 1 z1 i wi

× ​ ​ dRR ​ dθ sin θ δ(R −
y ​1

1
∫
0

∞
2 ∫

0

π
2 2ϵy ​) +1

2 O(ϵ)

= ​ ​( ​ ​ dz ​d ​ ​G ​(y ​, z ​, ​;w ​, ​)) +
m4

i2 π λ​2
11 5

ϵ ∫
0

∞

y ​1
3

dy ​1 ∫ 1 z1
i=1

∏
3

Δ ​i 1 1 z1 i wi O(ϵ)

= ​

m Γ(Δ ​)Γ(Δ ​)Γ(Δ ​)∣w ​ − w ​∣ ∣w ​ − w ​∣ ∣w ​ − w ​∣4 1 2 3 1 2 Δ ​+Δ ​−Δ ​1 2 3 2 3 … 3 1 …

i2 π λΓ( ​)Γ( ​)Γ( ​)Γ( ​) ​

​2
9 6

2
Δ ​+Δ ​+Δ ​−21 2 3

2
Δ ​+Δ ​−Δ ​1 2 3

2
Δ ​−Δ ​+Δ ​1 2 3

2
−Δ ​+Δ ​+Δ ​1 2 3 ϵ

H ​3

Δ ​i



Γ(...) ：分子上的  Γ(...) （伽马函数）是“惊喜”。(3.13)的倒数第二行显示，
这个  Γ(...)  串来自一个  H3  上的积分（ ∫dy₁dz₁... ）。

“威腾图”： 这个积分  ∫_H3 G_Δ G_Δ G_Δ  正是在AdS/CFT（全息）对应中计
算“三点威腾图”(Witten Diagram)的标准结果！

最终结论： 作者成功了。他们证明了，在一个（简化的）4D时空中的散射计算（左
侧），最终等价于一个在3D双曲空间( H3 )中的“全息”计算（威腾图），而其结果（右侧）
又完美地具有2D CFT关联函数的形式。

因果链： 4D QFT (问题)   4D 运动学 (简化)   3D H3 威腾图 (计算) 
 2D CFT 关联函数 (答案)。

这为“平直空间全息”提供了第一个具体的、可计算的证据。

$^{9}$注意到，在近极值极限   下，角坐标   的上界   在   函数的支撑上变

为  。

致谢 我们感谢 T. Dumitrescu, P. Mitra, M. Pate, B. Schwab, D. Simmons-Duffin, 和 A. Zhiboedov 的有
益对话。这项工作部分由NSF（美国国家科学基金会）资助 1205550 支持。S.P. 由NSF和Hertz基金会
通过Harold and Ruth Newman奖学金支持。S.H.S. 由NSF资助 PHY-1606531 支持。

深度解读：

致谢是学术论文的“人情味”所在，它揭示了科学研究的“社会性”和“经济性”：

1. “有益对话”： 科学进步不是闭门造车。作者们感谢了他们的同事（Pate, Schwab,
Zhiboedov等），这表明他们的“灵感”和“计算”是通过与他人不断的讨论、质疑和辩论才
得以完善的。

2. “经费支持”： 作者提到了NSF（美国国家科学基金会）和Hertz基金会。这提醒我们，
前沿的、纯粹的理论研究（思考时空的本质）是需要“资助”的。这些基金的支持使得学
者们可以“仰望星空”，而不必担心“下一顿饭在哪”。

附录 A 克莱因-戈登内积

在本节中，我们计算了具有相同质量   和一般复数权重   的两个共形主解之间的克莱因-戈登内积。
 意味着当   时，这个内积必须为零，而在   时，则预期出现某种   函数。

深度解读：

这是在做“工具质检报告”（如目录解读中所述）。在量子力学中，“内积”  (φ₁, φ₂)  是衡量
两个波函数  φ₁  和  φ₂  “相似度”的工具。

“基底”的要求： 为了让我们新发明的  φ  成为一个“合格的”粒子态基底（就像坐标系中
的x, y, z轴），它们必须是“正交”的，即“互不相似”。

​

近极值
​

数学
​

积分

ϵ → 0 θ θ ​(y ​,R)∗ 1 δ
π

m Δ ​1,2
SL(2, C) Δ ​ =1 �Δ ​2

∗ Δ ​ =1 Δ ​2
∗ δ



“不相似”（ ）  内积  (φ₁, φ₂) = 0 。

“相似”（ ）  内积  (φ₁, φ₂) ≠ 0 （归一化为   函数）。

注意*号： 为什么是  （复共轭）而不是  ？这是量子力学（幺正性）的深刻要求。

附录A的目的： “计算”它，看它是否符合量子力学的“安全标准”。

在   切片上评估的两个出射波函数   和   之间的克莱因-戈登

内积是

. (A.1)

深度解读：

(A.1)第一行： 这是“克莱因-戈登内积”的标准定义（一个在 t=0 时刻的空间积

分  ∫d³X ）。

(A.1)第二行： 这是将(2.10)（积分表示法）代入定义后的“怪物”——一个双重  H3  积
分，被  δ  函数约束。

(A.1)第三行： 奇迹再次发生！  δ  函数“杀死”了其中一个  H3  积分，使得这个4D时空
的内积(A.1第一行) 再次简化为了一个   空间（动量空间）上的单重积分！

结论： 这个   空间（即单位动量空间）显然是这些“共形波函数”的“自然家园”。

使用费曼技巧(Feynman trick)，

(A.2) 我们可以执行   的积分来获得

Δ ​ =1 �Δ ​2
∗ ⇒

Δ ​ =1 Δ ​2
∗ ⇒ δ

Δ ​2
∗ Δ2

X =0 0 ϕ ​(X ;w ​, ​)Δ ​,m1
+ μ

1 w1 ϕ ​(X ;w ​, ​)Δ ​,m2
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2 w2

(ϕ ​, ϕ ​) =1
+

2
+ −i d∫ 3X

= (2π) m ( ​ ​ ​ dz ​d ​)G ​(y ​, z ​, ​;w ​, ​)G ​(y ​, z ​; ​;w ​, ​)3 −2
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∏
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dy ​i ∫ i z i Δ ​1 1 1 z1 1 w1 Δ2
∗
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2

​)δ ( ​ −
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2
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(A.3) 这里   是   的复共轭。如果我们令 

(A.4) 如果   是实数，这个积分是发散的；如果   是纯虚数，它等于  。

深度解读：

(A.2)： “费曼技巧”，一个用于合并分母的数学工具，物理系学生的“必备技能”。

(A.3)： 使用(A.2)并积分  y  和  z  后的结果。它留下了一个最后的  α  积分
（ ∫dα... ）。

(A.4)： 关键洞察！ 这个  α  积分(A.4)是“发散”的（积分为无穷大），除非指数  η  是“纯
虚数”！

η  是什么？ (A.3)中定义了  η = (Δ₁ - Δ₂*)/2 。

后果： 为了让我们的“质检”通过（即内积不为无穷大），我们必须要求  η  是纯虚数。

因此，为了有一个   函数归一化的内积，我们要求   为具有相同实部的复数， ，

  。具有复数共形维度、相同质量的共形主波函数的克莱因-戈登内积是，

(A.5)

深度解读：

这是“质检报告”的“结论”，也是本文的第二个主要成果。

1. 约束： 为了让(A.4)不发散（即  η  为纯虚数），我们必须要求  Re(η) = 0 。

2. Re(η) = Re( (Δ₁ - Δ₂*)/2 ) = 0 。

3. 推论： 这迫使我们必须假设  Δ  是一个复数！

4. 假设：   且  （ a  是相同的实部， λ  是虚部）。

5. 验证： *   *   *  η  确实是“纯虚数”！

6. 计算： 将这个  η  代入(A.4)，积分  ∫e^{2uη}du  变为  ∫e^{iu(λ₁+λ₂)}du ，这正是 
 的定义！
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7. 最终内积(A.5)： 计算成功！它确实是作者预期的  δ  函数形式。

深刻的物理含义： 这份“质检报告”对我们的理论施加了一个“惊人的”约束：共形维
度  Δ  必须是复数，形式为  Δ = a + iλ ，其中  a  是固定的，而  λ  是一个连续的实
数。

“奇异的”CFT： 这“证明”了：如果4D散射振幅真的对偶于一个2D CFT，那么这个CFT
必须是一个“奇异的”CFT，其算符具有“连续的”和“复数的”维度。

总结： 本文不仅提出了一个“猜想”（引言），构造了“工具”（第2节），验证了“猜想”（第
3节），而且还“推导出”了那个对偶2D CFT必须具有的“奇异性质”（附录A）。
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深度解读：参考文献——“巨人的肩膀”

参考文献列表是“学术的传承”。它告诉我们这篇论文是如何“站在巨人的肩膀上”的。我们可
以把它们分为几类：

** P. A. M. Dirac (1936)：**

“历史的灵感”。物理学大师狄拉克在80年前就发现了  SL(2,C)  和共形群的数学联
系。

** J. de Boer & S. N. Solodukhin (2003); E. Witten (1998); D. Z. Freedman et al.
(1999)：**

“全息工具箱”。这些是关于AdS/CFT（即弯曲空间中的全息）的奠基性论文。

试图将AdS全息的思想应用于“平直空间”。

(来自威腾，弦论的领军人物) 和 (弗里德曼) 提供了计算“威腾图”和“CFT关联函
数”的“菜谱”。本文的(3.13)就明确引用了的计算结果！

[4-8], [13-17] (Barnich, Troessaert, Kapec, Lysov, Pasterski, Strominger,
Cachazo, He,...)

“新的动机（渐近对称性）”。这是本文的“直接背景”，其中许多作者（Pasterski,
Strominger）就是本文的作者！

Strominger（本文的作者之一）和他的合作者们在2010年代发起了一场“革命”，
发现时空“无穷远处”的对称性（特别是引力和规范场论）比我们想象的要丰富得多
（例如中的“超平移”和“超旋转”，中的Virasoro群，中的Kac-Moody对称性）。

(Cachazo & Strominger) 是关键，它将这些“对称性”与“软引力子定理”（一种可观
测的散射效应）联系起来。

[22-26] (Costa, Penedones, Poland, Rychkov, Simmons-Duffin)：

“CFT技术”。这些是关于“共形场论”的现代技术（如“共形自举”和“共形块”）的论
文。作者们“借用”了这些技术来理解他们的4D结果。

总结： 本文是一次“漂亮的融合”。它使用了来自AdS/CFT的“工具”（, 的威腾图），去解
决一个由渐近对称性和软定理提出的“新问题”（的4D散射的全息对偶），而这个问题

的“灵感”则来自80年前的狄拉克。


