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什么是 Lambda？

这是⼀个纯粹的、抽象的计算故事。事实上，从历史上看，它是其中最早之⼀。但尽管我本⼈已经

近半个世纪以来在实践中使⽤过它，但在我的多年探索简单计算系统和规则学过程中，我从未专⻔

研究过它。是的，它涉及⼀些繁琐的技术细节。但最终会证明，lambda——就像我所探索的许多系
统⼀样——具有丰富的规则学，这尤其体现在它们与实际计算的联系上。

在 Wolfram 语⾔中，它是 Function 函数。早在 20 世纪 30 年代阿隆佐·丘奇⾸次讨论它时，他就称
其为λ（lambda）。这个想法是拥有⼀个能作为“ 纯函数 ”——可以应⽤于⼀个参数来给出⼀个值的
东⻄。例如，在 Wolfram 语⾔中，可能会有：

 
  ≡



单独来看，它只是⼀个符号表达式，其值就是⾃身。但如果我们对它应⽤⼀个参数，那么它会将这

个参数代⼊其主体部分，然后计算该主体部分：

在 Wolfram 语⾔中，我们也可以这样写：

或者，使⽤ λ = Function ，我们可以写成

这接近于丘奇原始的符号表示法（λx .(1 + x)) 8。

但如果我们想“更加纯粹”，实际上只⽤ lambda 来“处理所有事情”——不使⽤任何预定义的函数，⽐
如 Plus （ + ）呢？要设置 lambda，我们必须要有函数应⽤的概念（⽐如 f[x] 表示“将 f 应⽤于 x
”）。因此，例如，这⾥有⼀个 lambda（“纯函数”），其结构仅由函数应⽤定义：

我们能像这样进⾏熟悉的操作吗？让我们想象有⼀个符号 z 表示 0，另⼀个符号 s 表示计算后继的
操作。那么，这⾥就是 0 到 5 的整数的表示：

但让我们以 s[s[s[s[z]]]] 为例。我们可以将这个表达式中的 s 和 z “提取出来”，仅⽤ lambda 来表示
其“纯粹结构”部分：



但在某种意义上，我们这⾥不需要 s 和 z ；我们可以完全⽤ lambda 来设置整数的表示，⽐如作为
（通常被称为“Church numerals”）：

这⼀切都⾮常纯粹——⽽且抽象。⾄少在最初，它看起来⾮常简洁。但很快就会遇到⼀个严重的问
题。如果我们写

这意味着什么？在 x[x] 中， x 是与内部 λ 中的 x 相关，还是与外部 λ 相关？将这样的表达式输⼊
Wolfram 语⾔， x 会变成红⾊以表示存在问题：

在这个层⾯上，解决这个问题的唯⼀⽅法是为这两个 x 使⽤不同的名称——例如：

但最终所使⽤的特定名称并不重要。例如，交换 x 和 y

它表示与之前完全相同的函数。

如何处理这种情况？⼀种⽅法——实际上是在 lambda 之前⼗多年就被发明了，⽽且我⼏年前确实
写了⼀本关于这个主题的整本书 ——是使⽤所谓的“ 组合⼦ ”：这些结构实际上抽象地定义了如何重
新排列符号表达式，⽽⽆需命名任何东⻄，或者，更不⽤说，引⼊任何变量。所以，例如， λ[x,

λ[y, y[x]]] 可以写成

如可验证：



在某种程度上，这⾮常优雅。但是，是的，它极其难以阅读。那么，有没有办法在不需要显式引⼊

带名称的变量等的情况下，⾄少保留⼀些λ的可读性？事实证明，这是可以做到的。这始于⼀个观
察，即⼀个命名变量（⽐如 x ）基本上只是指回引⼊该变量的特定λ（⽐如 λ[x, … ] ）的⼀种⽅式。
⽽其思路是，与其使⽤命名变量来建⽴这种引⽤，我们改为通过说明λ相对于被引⽤对象的结构位
置来建⽴这种引⽤。

例如，给定

我们可以将其写成“de Bruijn 索引”（发⾳为“de broin”）的形式

其中1表示该位置的变量与表达式中“前⼀个λ”相关联，⽽2表示该位置的变量与表达式中“前两个λ”
相关联：

所以，例如，我们作为 lambda 的整数版本现在可以写成：

好的，所以 lambda 可以表示事物（⽐如整数）。但是能否“⽤ lambda 进⾏计算”？或者换句话
说，纯 lambda 能做什么？

从根本上说，只有⼀个操作——通常称为 beta 归约——它接收 lambda 给出的任何参数，并明确地
“注⼊”到 lambda 的体中，实际上实现了将函数应⽤于其参数的“结构”部分。beta 归约的⼀个⾮常
简单的例⼦是

这相当于标准的 Wolfram 语⾔求值：



在 de Bruijn 索引的术语下，这变成了

这⼜可以被“计算”（使⽤ beta 归约）为：

这似乎是⼀个⾮常简单的操作。但，正如我们将看到的，当反复应⽤时，它可以导致各种复杂的⾏

为和有趣的结构。⽽关键在于 lambda 可以作为其他 lambda 的参数出现，并通过 beta 归约被注⼊
到它们的主体中。

但是，⼀旦将⼀个 lambda 注⼊到另⼀个 lambda 中，就会产⽣⼀些棘⼿的问题。如果⽤变量显式
地写出所有内容，通常需要进⾏变量重命名，例如

计算为：

在 de Bruijn 索引⽅⾯，需要重新编号，以便

求值为：

很容易⾮正式地描述β还原在做什么。⽤ Wolfram 语⾔来说，它基本上只是⼀个转换：

换句话说，给定 λ[ x , body ][ y ] ，β还原是⽤ y 替换 body 中的每⼀个 x，并返回结果。但这并不像
看起来那么简单。例如，如果 y 包含⼀个λ——如上例所示——那么我们可能需要进⾏⼀定程度的变
量重命名（通常称为“α转换”）。是的，可能存在⼀连串的重命名。你可能需要为这些重命名想出



任意数量的不同新名称。

⼀旦你完成了替换（“β还原”） λ[ x , body ][ y ] ，这可能会“暴露”另⼀个λ，在其中你需要进⾏更多
替换，如此等等。这可能听起来像是⼀个细节。但实际上它⾮常基础——正是它让λ能够表示“持续
运⾏”的计算，并由此产⽣我们将在此讨论的丰富的 ruliology。

使⽤ de Bruijn 索引进⾏ beta 归约是不是更容易呢？不是，其实并不容易。是的，你不必为变量发
明名称。但相反，每当你在实际插⼊或删除 lambda 时，你必须进⾏相当繁琐的索引递归重新排
列。

此外还有⼀个问题。正如我们稍后将详细探讨的，对于给定的 lambda，通常可以进⾏多次 beta 归
约。如果我们追踪所有可能性，就会得到⼀个完整的多路径图 ，展示了 lambda 求值的各种“路
径”。但关于 lambda 的⼀个基本事实（称为汇聚性或 Church-Rosser 性质 ，与因果不变性相关）
是，如果某个 lambda 的 beta 归约序列最终达到⼀个固定点（正如我们将看到的，这并⾮总是发
⽣），那么这个固定点是唯⼀的：换句话说，求值 lambda 总会得到⼀个确定的结果（或“规范形
式”）。

那么，在处理 lambda 时，应该怎么称呼所做的事情呢？在 Wolfram 语⾔中，我们将将 Function[x,

x[x]][a] （或 λ[x, x[x]][a] ）转换为 a[a] 的过程称为“求值”。但有时它也被称作，例如，约化、转
换、替换或重写。在 Wolfram 语⾔中，我们可能也将 λ[ … ] 称为⼀个“λ表达式”，但它有时也被称
作⼀个λ项。那它⾥⾯是什么呢？在 λ[ x , body ] 中，x 通常被称为⼀个“绑定变量”。（如果有⼀个
变量——⽐如 y ——出现在 body 中，并且没有被λ“绑定”（或“作⽤域”）所限定，那么它被称为⼀个
“⾃由变量”。我们在这⾥讨论的λ表达式通常没有⾃由变量；这种λ表达式通常被称为“闭λ项”）。

将⼀个 lambda 应⽤于某物——例如 λ[ x , 东⻄ ] ——通常被称为“λ抽象”，或简称“抽象”，⽽λ本身有
时被称为“抽象器”。在⼀个 lambda 的“主体”中，将 x 应⽤于 y 以形成 x[y] ——毫不奇怪——通常被
称为“应⽤”（并且，正如我们稍后会讨论的，它可以表示为 x@y 或 x•y ）。那么对 lambda 进⾏的
操作呢？从历史上看，有三种被识别出来：α简化（或α转换）、β简化（或β转换）和η简化（或η
转换）。β简化——正如我们上⾯讨论的——实际上是核⼼的“求值⻛格”操作（例如⽤ λ[x, f[x]][y] 替
换 f[y] ）。α和η简化在某种意义上是“符号维护操作”；α简化是变量的重命名，⽽η简化是将 λ[x,

f[x]] 简化为 f 单独。 （原则上也可以想象其他简化——⽐如直接为 λ[_][_][_] 定义的转换——但这些
对 lambda 来说不是传统的。）

对 lambda 进⾏归约的实际部分通常被称为“redex”；lambda 的其余部分则是“上下⽂”——或“带有
⼀个空位的表达式”。在我们这⾥要进⾏的操作中，我们主要关注的是逐步评估/归约/转换/…



lambda 的——本质上计算性的——过程。但过去在 lambda 上完成的许多形式⼯作主要集中在稍有
不同的问题上，即“λ转换演算”——或简称“λ演算”，它特别关注识别 lambda 之间的等价性，换句话
说，确定⼀个λ表达式何时可以转换为另⼀个，或与另⼀个具有相同的规范形式。

顺便说⼀句，值得说明的是——正如我上⾯提到的——lambda 与我⼏年前详细写过的⼀些组合⼦之
间存在密切关系。⽽且确实，我之前讨论过的许多组合⼦的现象，以各种修改形式出现在我这⾥关

于 lambda 的论述中。⼀般来说，在形式和计算层⾯，组合⼦⽐ lambda 更容易处理。但 lambda 有
⼀个显著的优势，⾄少在单个 beta 归约的层⾯上，它们的作⽤更容易解释。《 组合⼦ S 以⼀种令
⼈费解的⽅式⼯作 》。但 beta 归约本质上只是“将⼀个函数应⽤于⼀个参数”。当然，当进⾏⼤量
beta 归约时，结果可能会⾮常复杂——这也是我们在这⾥要讨论的内容。

使⽤ lambda 进⾏基本计算

如何仅使⽤ lambda 进⾏熟悉的计算？⾸先，我们需要⼀种纯⽤ lambda 表示事物的⽅法。例如，
如上所述，我们可以⽤连续嵌套来表示整数。但现在我们也可以纯⽤ lambda 定义⼀个明确的后继
函数。有许多可能的⽅法来做这件事；⼀个例⼦是

这等价于：

将零定义为

或

我们现在可以形成⼀个表示数字3的表示⽅法：

但通过应⽤β归约来“计算”这个表达式，结果会归约为



这正是我们之前所表示的3。

同样地，我们可以定义

（其中这些函数以 “部分应⽤”形式 ，⽐如 times[3][2] 等，接受参数）。

那么例如3×2就变成

它在经过 37 步的 beta 归约后，评估为：

将其应⽤于“未评估”的 s 和 z ，我们得到

在 beta 归约下，它给出

我们可以将其识别为我们表示数字6的表示⽅法。

⽽且，是的，我们可以更进⼀步。例如，这⾥是⼀个⽤纯 lambda 表示的阶乘函数的表示（毫⽆疑
问不是最⼩的表示）：

并且根据这个定义



即4!，确实最终计算结果为24：

稍后我们将讨论进⾏此类评估的过程，我们会看到，是的，这是复杂的。在我们默认进⾏此类评估

的⽅式中，这个特定的 lambda 需要 5067 步（对于连续的阶乘，所需的步数是 41，173，864，
5067，34470，…）。

编写 Lambda 的⽅法

到⽬前为⽌我们所⻅到的，关于 lambda 的⼀个明显观察是——除了琐碎的情况之外——它们很难读
懂。但这是必要的吗？有很多⽅法可以写和渲染它们。但我们会发现，虽然不同的 lambda 有不同
的特点和优势（我们之后会利⽤这些），但没有⼀种⽅法能真正“破解密码”，使 lambda 对我们来
说普遍容易读懂。

让我们考虑以下⽤标准⽂本⽅式写出的 lambda：

这表示出现变量的相互关系：

是的，因为每个λ“作⽤域”其绑定变量，我们同样可以⽤ y 来代替 z ：

使这种表达式难以阅读的⼀个明显因素是其中包含的所有括号。那么我们如何去掉这些括号呢？

嗯，在 Wolfram 语⾔中我们总是可以写 f@x 来代替 f[x] ：

是的，因为 Wolfram 语⾔中的 @ 运算符是右结合的，我们可以⽤ f@g@x 来表示 f[g[x]] 。所以，
好吧，使⽤ @ 让我们可以去掉相当多的括号。但它引⼊了⼩括号。那么我们该如何处理这些⼩括号
呢？我们可能尝试的是⽤应⽤运算符 • ( Application )代替 @ ，其中 • 定义为左结合，所以 f•g•x 是
f[g][x] ⽽不是 f[g[x]] 。所以从•的⻆度来看，我们的 lambda 变成了：



⼩括号的位置移动了，但它们并没有消失。

我们可以通过使⽤空格代替显式的 @ 或 • 来让这些表达式看起来稍微简单⼀些。但要了解这些表达
式的含义，我们必须决定空格是表示 @ 还是 • 。在 Wolfram 语⾔中， @ 通常⽐ • 更有⽤（因为，
例如， f@g@x ⽅便地表示连续应⽤⼀个函数，然后是另⼀个函数）。但在数学逻辑的早期历史
中，空格实际上被⽤来表示•。哦，还有 λ[ x , body ] 被写成λx . body，为我们的例⼦ lambda 给出
以下形式：

我们⼀直在尝试以线性形式书写 lambda。但在某种意义上，它们始终真的是树——就像 Wolfram
语⾔中的表达式是树⼀样。所以这⾥，例如是

以树的形式显示：

树的叶⼦是变量。中间节点是 λ[ … , … ] （“抽象”）或… [ … ] （“应⽤”）。关于 lambda 的所有内容
都可以在这个树表示中完成。例如，beta 约简可以被视为对代表 lambda 的树的⼀部分进⾏的替换
操作：



但是，好的，正如我们上⾯讨论的，变量被赋予的具体名称⽆关紧要。重要的是它们与哪些

lambda 相关联。我们可以通过在树上叠加适当的连接来表示这⼀点：

但如果我们将这些连接沿着树中的分⽀进⾏路由呢？

要找出给定变量与哪个 λ 匹配，我们只需要计算在从代表该变量的叶节点向上遍历树的过程中，在
到达“它的 λ”之前遇到多少个 λ。这意味着我们只需要在每个树的叶节点处填⼊⼀个数字，就可以表
示 lambda：



这些数字正是我们之前讨论过的 de Bruijn 索引。所以现在我们看到，我们可以⽤ de Bruijn 索引
lambda 树来替换我们的“命名变量” lambda 树。

将这棵特定的树表示为表达式，我们得到：

现在的λ没有明确指定任何变量。但是，是的，表达式的连接⽅式与之前我们明确使⽤变量时相
同：

我们再次可以通过使⽤•（ Application ）运算符来去掉我们的“应⽤括号”：

实际上，我们在这⾥并不需要 • 或者 λ：所有内容都可以仅从括号的序列中推导出来。因此，最终
我们可以将我们的 lambda 写成

在每⼀个“ [ ”字符之前都有⼀个“隐式λ”，在每⼀对数字之间都有⼀个隐式•。（是的，我们只处理所
有 de Bruijn 索引都低于 10 的情况。）

现在我们有了将λ写成⼀串字符的最⼩⽅式。它很紧凑，但难以解码。那么我们如何能做得更好
呢？



在最简单的层⾯上，例如，我们可以给每个字符上⾊（这⾥包括显式的λ和括号）

确实，我们稍后会发现这种表示法很有⽤。

但是任何“纯字符串”都只能相当隐含地显示 lambda 的嵌套结构，在括号序列中。那么我们如何使
其更明确呢？嗯，我们可以显式地框定每个嵌套的λ：

或者我们只需标示每个元素的“深度”——要么“排版上”

或图形化（其中深度是 TreeDepth ）：

我们可以将其视为λ树表示的⼀维展开版本。另⼀种⽅法实际上是在⼆维⽹格上绘制树——形成我们
称之为 Tromp 图的结构。

要了解这⾥发⽣了什么，我们可以将标准树叠加在 Tromp 图上：



每条垂直线代表⼀个变量的实例。线的顶端表示与该变量关联的λ——λ由⼀条⽔平线表示。当⼀个
变量的实例应⽤于另⼀个时，例如 [ v ] ，有⼀条⽔平线从“”垂直线延伸到“v”垂直线。

基于此设置，以下是⼀些⼩型λ的 Tromp 图：

另⼀种图形⽅法是使⽤“字符串图”，它直接展示了 lambda 的元素是如何“连接”的。例如，考虑⼀
个简单的 lambda：

这可以⽤字符串图表示：



这⾥的连接性与以下相同：

然⽽在字符串图中，显式变量被“压缩”掉了，但通过哪些λ的线正确回溯来隐式指示。在每个λ节点
处，有⼀个出边代表λ的参数，有⼀个⼊边连接到它的主体。就像我们⽤树来表示 lambda ⼀样，
lambda 的“内容”从图的顶部“悬挂”下来。

这⾥是⼀些⼩ lambda 的字符串图示例：



在这些图中，从底部“离开图”的边对应于 lambda 中未使⽤的变量。图中出现的“杯⼦”对应于“⽴即
使⽤的变量”，例如 λ[ x , x ] 。那么，例如在 λ[a,λ[b,b[b]]] 中的  呢？它表示变量的复制，这⾥需
要这样做是因为 b 在 lambda 中被使⽤了两次。

回到我们之前的例⼦（现在使⽤显式变量书写）

这是与此 lambda 对应的（有点复杂）的字符串图：



可以将这种字符串图想象为通过变量关联的“管道”定义了“符号内容的流动”。但是，有没有某种更
纯粹的⽅式来表示这种流动，⽽⽆需引⼊变量呢？当然有，那就是使⽤组合⼦ 。实际上，组合⼦表
达式和 lambda 之间存在直接的对应关系。例如

可以⽤组合⼦表示为：

正如组合⼦通常那样，这在某种程度上⾮常纯粹和统⼀，但它也⾮常难以解释。⽽且，是的，正如

我们稍后会讨论的，⼩的 lambda 表达式可以对应于⼤的组合⼦表达式。反过来也是如此，例如，
 作为⼀个 lambda 表达式

或以简洁形式表示：

但是，好吧，这种紧凑形式在某种程度上是⼀种相当有效的表示。但它有⼀些粗糙的特点。⽐如，

例如，如果有 de Bruijn 索引的值有多于⼀位数字，它们就需要⽤某种“标点”隔开。

但如果我们坚持将 lambda 表达式纯粹表示为 0 和 1 的序列呢？好吧，我们可以做的⼀件事是采⽤
上述紧凑形式，⽤固定字符串表示其“标点符号”，然后有效地⽤⼀进制数表示其 de Bruijn 索引——



以我们上⾯的示例为例：

这个程序可以被视为⼀种⽅法，通过它可以⽤⼀个整数来表示任何 lambda（尽管当然不是每个整
数都与⼀个 lambda 相关联）。

枚举 Lambda

要开始对 lambda 及其作⽤进⾏规则学研究，我们需要讨论 lambda 可能存在的形式——换句话说，
如何列举 lambda 表达式。⼀个明显的策略是查看所有规模逐渐增⼤的 lambda 表达式。但 lambda
表达式的“规模”应该⽤什么来衡量？

这⾥我们主要使⽤ Wolfram 语⾔ LeafCount 。例如

将被认为具有“⼤⼩”10，因为在最直接的 Wolfram 语⾔树渲染中

有10个“叶”。我们通常会以类似的形式来渲染λ。



在这种情况下，⼤⼩是“de Bruijn 索引叶”或“变量叶”的数量加上λ的数量。

（请注意，我们可以考虑其他⼤⼩度量⽅式，例如，对不同抽象（λ）和应⽤，或对具有不同值的
de Bruijn 索引“叶⼦”赋予不同的权重。）

例如，使⽤ LeafCount 作为度量，就有 14 个⼤⼩为 4 的 lambda：

作为树形结构，这些变成

⽽作为 Tromp 图，它们是：



lambda 的数量 随着规模迅速增⻓：

这些数字实际上由 c[n,0] 通过简单的递归计算给出：

对于⼤的 n，这⼤致增⻓如 n!，尽管显然稍慢。

在⼤⼩为 n 时，表达式树的最⼤深度是  ；平均深度约为  ，极限分布为：

我们还可以显示 lambda 的实际形式，⼀个显著的特点是看到的形式的相对多样性：

Lambda 的评估



“评估”⼀个 lambda 是什么意思？最明显的解释是进⾏⼀系列的 beta 归约，直到达到⼀个“不动
点”，在这个点上不再可以进⾏进⼀步的 beta 归约。

所以，例如，可能会有：

如果使⽤ de Bruijn 索引，β归约变成⼀个 λ[_][_] 的转换，我们的例⼦变成：

在紧凑记法中，这是

⽽在树的形式下则是：

通过将 de Bruijn 索引形式的字符渲染为彩⾊⽅块，我们也可以在“时空”形式中表示这种演化：

那其他 lambda 呢？3 个 lambda 中的任何⼀个

包含模式 λ[_][_] ，因此它们都不允许⻉塔归约。在⼤⼩为 4 时，14 种可能的 lambda 中的⼤多数情
况也是如此，但有⼀个例外，它允许单步⻉塔归约：

在⼤⼩为 5 时，35%的 lambda 不是惰性的，但它们仍然具有较短的“⽣命周期”



其中最⻓的“求值链”是：

在⼤⼩为 6 时，44%的 lambda 允许 beta 约简，并且不是⽴即惰性的：

有⼏个 lambda 具有⻓度为 4 的求值链：

现在⼜有了新东⻄——⼀个周期为 1 的“循环 lambda”（或“quine”），它不断通过β还原转化为⾃
身，因此永远不会达到⼀个⽆法再应⽤β还原的固定点：

在⼤⼩ 7 时，超过⼀半的 lambda 都不是惰性的：



有⼏个“⾃我重复”的 lambda：

第⼀个是⼀个简单的⾃我重复 lambda 在⼤⼩ 6 上的扩展；第⼆个则⾄少有些不同。

在⼤⼩7时，也有⼏个案例在达到最终重复状态之前有⼀个⼩的“瞬时”状态（这⾥以紧凑形式展
示）：

这是这种情况下的 lambda 树的变化——现在我们在红⾊中标记了每棵树中参与每次 beta 归约的部
分：

⽽且还有新的情况：有三种情况下，beta 归约会导致 lambda 表达式⽆限增⻓。最简单的情况是



其⼤⼩在每⼀步增加1：

然后是

在单步瞬态之后，每⼀步都会增⻓4倍

最后还有

其增⻓⽅式稍显复杂



在连续步骤中交替增⻓ 4 和 12（所以在步骤 t > 1 时它是⼤⼩为 8t – 4 Mod[ t + 1, 2] ）：

如果我们看这⾥“下⾯”发⽣的情况，我们看到β简化只是在每⼀步反复应⽤于第⼀个λ：

⽽且，当我们绘制λ的连续⼤⼩时，我们可以⽅便地表示这⼀点：



在⼤⼩为 8 时，事情开始变得更有趣。在 43,977 个可能的 lambda 中，有 55%不是惰性的：

终⽌的最⻓求值链发⽣时

⻓度为12：

在所有 43,977 个⼤⼩为 8 的 lambda 中，只有 164 种不同的增⻓模式：



那些不终⽌的 81 个 lambda 具有各种增⻓模式：

还有⼀些，如



每隔⼀步交替：

其他⼀些，如

具有周期3：

有时，例如

存在增⻓和周期性的混合



有简单的嵌套⾏为，例如



其中，包络线像  ⼀样增⻓。

还有更复杂的嵌套⾏为



其中，包络线现在随 t 线性增⻓。

最后，有

它展示了⾼度规则的  增⻓：



结论是，对于⼤⼩不超过 8 的 lambda，只会发⽣嵌套⾏为，没有更复杂的情况。实际上，在这些
所有情况下，都可以推导出在步骤 t 时的⼤⼩精确公式。

要⼤致了解这些公式是如何⼯作的，我们可以从序列开始：

这个序列最终由 嵌套递归递推关系 给出

⽽这⾥的第 t  项就是：

对于上⾯第⼀个嵌套序列，对应的结果是（对于 t > 1）：

对于第⼆个，它是（对于 t > 3）：

th



⽽对于第三个，它是（对于 t > 1） :

⽽且，确实⾮常令⼈惊叹，这些公式存在，却相对复杂。实际上，它们将我们带向了传统数学所能

捕捉的边缘，⽽不是只能通过不可约计算才能发现。

更⼤的 Lambda 世界

我们已经系统地研究了⼤⼩为 8 的 Lambda。那么，更⼤的 Lambda 会发⽣什么呢？

⼤⼩9

在⼤⼩为 9 时，有 454,283 种可能的 lambda。现在寿命的分布是：

最⻓的有限寿命——55步——出现在



最终演变成：

以下是每⼀步获得的 lambda 的⼤⼩：

但为什么这个过程会终⽌？这不容易看出。观察⽣成的树的序列，可以有些迹象表明分⽀如何重新

排列然后消失：

数组图也并不怎么清晰：

正如通常那样，似乎没有什么“可识别的机制”可以解释发⽣的事情；它“只是那样”。



在⻓度为 9 的 lambda 中，寿命第⼆⻓（44 步）的是

最终演变成

（这恰好对应于我们之前讨论的表示中的整数16）：

以“数组”形式观察，⾄少隐约可⻅“机制”：我们看到在演化过程中，“纯应⽤”的数量呈稳定（线
性）增加，⽽没有任何λ来“驱动事物”：

在 748 个永⽆⽌境⽣⻓的 size-9 lambda 中，⼤多数最终具有周期性的⽣⻓模式。其中⽣⻓周期最
⻓（10 步）的是

其⽣⻓模式相当平凡：



只有 35 个 lambda 具有更复杂的⽣⻓模式：



许多的⾏为与⼤⼩8时所⻅相似。可以有嵌套的⽣⻓模式，其包络呈线性：

可以有最终纯粹的指数  增⻓：

也可能存在增⻓速度较慢但仍呈指数型的增⻓，在这种情况下  ：



有⼀种增⻓，最初看起来可能很复杂，但最终会变成线性：

还有⼀种看似不规则的增⻓：

但计算差分会揭示出嵌套结构



即使在这种情况下，lambda 的详细模式中没有明显的嵌套结构：

9号尺⼨的内容就到此为⽌。

10号尺⼨

那么 10 号尺⼨呢？现在有 5,159,441 种可能的 lambda。其中 38%是惰性的，0.15%不会终⽌。寿
命的分布是：

⼀些具有较⻓⽣命周期的 lambda 示例有：



其中⼀些会以较⼩的 lambda 终⽌；⽣命周期为 88 的那个产⽣了⼀个⼤⼩为 342 的 lambda，⽽⽣
命周期为 56 的第⼆个产⽣了⼀个⼤⼩为 386 的 lambda：



这些⽅法在某种程度上有所不同。在某些情况下，⾏为看起来相当系统化，⾄少在⼀定程度上可以

确定它们最终会停⽌；在另⼀些情况下则完全不明显：



值得注意的是，许多（尽管不是全部）这些演化显示出线性增加的“死亡”区域，这些区域完全由应
⽤组成，没有任何实际的λ——因此，例如，在⽣命周期-123的情况下，最终的固定点是：

其他情况怎么样？嗯，有惊喜。⽐如考虑：

运⾏这个，⽐如运⾏2000步，看起来似乎只是均匀增⻓：

但是，突然之间，在经过 3779 步之后，出现了⼀个惊喜：它终⽌了——留下⼀个⼤⼩为 4950 的
lambda：

观察连续的⼤⼩差异并没有给出任何明显的“提前预警”终⽌：

但如果⼀个⼈查看实际⽣成的 lambda 序列（这⾥仅展示 200 步），我们会看到似乎有些明显的
“⽆效”应⽤积累：



⽽且，确实，在下⼀节中，我们将看到⼀个更⻓寿的例⼦。

尽管有时需要判断 lambda 的计算是否会终⽌，但在很多情况下这是显⽽易⻅的。⼀个例⼦是当计
算链最终变得周期性时。在⼤⼩为 10 时，周期⽐之前更⻓；这⾥有⼀个周期为 27 的例⼦：

还有⼀种增⻓，其⼤⼩序列具有明显的嵌套结构，并有⼀个线性增⻓的包络：

然后是嵌套结构，但叠加在  增⻓之上：

⼤⼩11



在⼤⼩为 11 时，存在 63,782,411 种可能的 lambda。⼤多数⾏为看起来和之前⾮常相似。但也有⼀
些惊喜。其中之⼀是：

还有：



是的，似乎没有任何整体规律性，在⽣成的 lambda 序列的详细序列中也没有出现任何规律性：

据我所知， 像许多其他简单的计算系统 —从规则 30 开始—the 相当简单的 lambda

只是不断地产⽣不可预测的⾏为。



不可判定性问题

我们如何知道某个特定 lambda 的求值链是否会终⽌？嗯，我们可以运⾏⼀定数量的步骤，看看是
否在此之前就终⽌了。也许到那时，我们会看到明显的周期性或嵌套⾏为，从⽽明确知道它永远不

会终⽌。但通常情况下，我们没有办法知道需要运⾏多⻓时间才能确定它是否会终⽌。

这是⼀个⾮常典型的例⼦，展示了即使在简单的计算系统中也普遍存在的计算不可约性 。通常情况
下，这会让我们得出结论：判断给定的 lambda 求值是否会终⽌的问题必须被视为不可解 ，因为不
存在⻓度有限的计算可以保证回答这个问题。

但在实践中会发⽣什么？我们之前已经看到，⾄少对于⾜够⼩的 lambda 来说，解决终⽌问题并不
太难。但到了 10 的⼤⼩就已经出现了问题。例如：

评估的前 1000 步导致 lambda 出现⼀系列⼤⼩，看起来基本上只是均匀增加的：

经过 10,000 步后情况相同，其⼤⼩⼤致增⻓如  ：

但如果我们观察实际底层 lambda 的结构——即使只是 200 步——我们会看到有⼀个“死亡区域”开始



形成：

继续到500步，死亡区域继续⼤致线性增⻓：

通过对⼤⼩序列进⾏“去趋势”处理，即减去  ，我们得到：

这⾥存在明确的规律性，这表明我们实际上可能在这个特定情况下识别出⼀个“计算可约性区域”
——并且能够计算出结果，⽽⽆需显式地运⾏每⼀步。



是的，事实上这是正确的。让我们再次看看我们正在处理的 lambda 的形式：

第⼆部分实际上是（"Church 数字"）我们⽤来表示数字 2 的表示⽅法。将这个  称为整个
lambda，它根据以下⽅式评估：

通常你可能认为会做整数上的算术运算。但在这⾥我们看到的是不同的事物：我们看到整数实际上

被应⽤于整数。那么，例如，

或者

等于什么？反复进⾏β简化得到：

换句话说  给出  。这⾥有⼀些其他例⼦：

⼀般来说：



现在我们可以“解码”我们最初的 lambda。由于

等于

这意味着

就是：

换句话说，尽管最初看起来可能不是这样，我们原始的 lambda 最终会终⽌求值，给出⼀个⼤⼩为
65539 的 lambda——⽽完成这个过程⼤约需要 200,000 步。（有趣的是，这个整个设置与我在⼤
约 30 年前研究的⼀种形式为 e[x_][y_] x[x[y]] 的类似组合系统极其相似我曾研究过的某种东⻄
。）

我们的简单 lambda 终⽌所需的时间有些令⼈惊讶。实际上，鉴于我们所看到的，构建能够终⽌但
需要更⻓时间的 lambda 是直截了当的。所以，例如

计算结果为 n 重“tetration”

并且需要⼤约那么多步来完成。

在下⼀节中，我们将看到如何设置 lambda，使其不仅能计算指数运算，还能计算 Ackermann 函数



，以及任何级别的超运算，这些超运算递归定义为

(where h[1] 是 Plus ， h[2] 是 Times ， h[3] 是 Power ， h[4] 是指数运算，等等。)

好的，所以存在 lambda（实际上甚⾄相当简单的 lambda）其求值会终⽌，但需要⽤超运算来描述
其步骤数量。那么对于完全不终⽌的 lambda 呢？我们⽆法明确追踪 lambda 在⽆限步骤中的⾏
为。那么我们如何能确定⼀个 lambda 不会终⽌？

嗯，我们必须构建⼀个证明 。有时候这相当直接，因为我们能轻易地识别出 lambda 内部正在发⽣
⼀些根本上的简单事情。例如：

其求值过程中的连续步骤是（每个 beta 约化涉及的元素被突出显示）：

这⾥发⽣的事情⾮常明显，⽽且会永远持续下去。但如果我们愿意，我们可以构建⼀个正式的证明

来展示将要发⽣什么——⽐如使⽤数学归纳法来关联每⼀步。

确实，只要我们能识别出⼀个（类似⼲细胞）的核⼼“⽣成器”在重复，我们就可以预期能够使⽤归
纳法来证明不会出现终⽌。还有许多其他我们⻅过的案例，我们可以判断存在⾜够的规律性——⽐
如在连续 lambda 的模式中——以⾄于“从视觉上明显”不会出现终⽌。尽管通常会有许多细节需要处
理，但在这种情况下，我们可以预期⼀条直接路径，通过数学归纳法得出形式化证明。

在实践中，“视觉直观性”有时难以识别的⼀个原因是 lambda 的增⻓速度过快，以⾄于难以持续可
视化。这种快速增⻓的根源在于 beta 约简最终会反复复制越来越⼤的⼦表达式。如果这些复制在某
种程度上形成了⼀个简单的树，那么⼈们可以再次期待进⾏基于归纳的证明（通常基于各种类型的

树遍历）。但如果开始攀登超运算的层次 ，正如我们所知 lambda 可以做到的那样，情况可能会变



得更加复杂。例如，最终可能会出现每个树的每个叶节点都在⽣成新树的情况。

⼀开始，显然并⾮显⽽易⻅，归纳法的过程会是证明⼀个“关于⽆穷的命题”（例如某个特定的
lambda 永远不会终⽌，即使经过⽆限多步骤）。但归纳法在数学中有着悠久的使⽤历史，并且⼀
个多世纪以来⼀直被确⽴为 Peano 算术的公理——这个公理系统基本上在基础数学中（⾄少原则
上）被普遍使⽤。从某种意义上说，归纳法表明，如果你总能在序列中找到下⼀步（⽐如在整数数

轴上），那么你就能在那个序列中⾛得更远，甚⾄⽆限远。但如果你所处理的东⻄不能轻易地“展
开”成⼀个简单的（类似整数的）序列呢？例如，如果你所处理的是到处都在⽣⻓新树的树，那普
通的归纳法就不⾜以“带你到达所有叶⼦”。

但在 集合论 （通常被认为是当前数学的终极公理系统）中，存在超越普通归纳法的公理，允许使
⽤超限归纳法的概念。通过超限归纳法（可以“遍历”所有可能的有序集），可以在“树始终⽣树”系
统中“到达叶节点”。

这意味着，虽然⾜够快速增⻓的 lambda 的⾮终⽌性可能⽆法在⽪亚诺算术中证明（即⽆法通过普
通归纳法证明），但在集合论中仍然可能是可证明的。然⽽，不可避免地， 集合论也会受到限制
，存在 lambda 的⾮终⽌性它⽆法证明，这时就需要引⼊新的公理才能产⽣证明。

但我们能否明确看到存在这些问题的 lambda 呢？如果这⾥我们已经考虑的⼀些 lambda 实际上就
是例⼦，我并不感到意外。但这很可能是⼀个⾮常困难的事情要证明。⼀个更容易（但仍然困难）

的⽅法是明确构造⼀个 lambda 家族，在⽪亚诺算术中⽆法证明它们都终⽌。

考虑稍微复杂的定义：

 是所谓的 Goodstein 序列 ，已知它们最终会达到 0 的命题⽆法仅通过普通归纳法证明，即⽆法
在⽪亚诺算术中证明。

这⾥有⼀个 lambda——它甚⾄相对简单——被构建⽤来计算 Goodstein 序列的⻓度：



输⼊⼀个整数 n 的表示，这个 lambda 将会计算相应序列  的⻓度（即需要多少项才能达到
0）。这个⻓度将是有限的，当且仅当 lambda 的求值终⽌。换句话说，所有这种类型的 lambda 求
值都终⽌的断⾔，等价于所有 Goodstein 序列最终都会达到 0 的断⾔。

但如果我们求值这种类型的 lambda，实际上会发⽣什么呢？以下是  的前⼏个值的结果：

对于  ，该过程在 18 步后终⽌，最终结果为 λ[λ[2[2[1]]]] ——我们表示整数 2 的⽅式——反映了
 的事实。对于  ，经过 38 步后得到整数 4，反映了  的事实。

对于  ，需要更多步数，但最终结果是 6（反映了  的事实）。但 
⼜如何呢？众所周知，在这种情况下，该过程最终也必须终⽌。但它必须花费⾮常⻓的时间——因
为最终结果已知为  。如果我们继续进⾏，规模——以及相应的时间——会迅速变得
更⼤、更⼤。



这当然不是“通过⽪亚诺算术逃避可证明性”的唯⼀⽅式，但它展示了这种情况可能的样⼦。

我们应该记住，⼀般来说，⼀个 lambda 表达式的求值是否终⽌是⼀个本质上不可判定的问题——
这意味着没有任何有限的计算能够保证回答这个问题。但是，证明某个特定的 lambda 表达式的求
值不终⽌的问题则有所不同。如果 lambda 在其⽆限的⽣命周期中“没有产⽣太多新颖性”（⽐如它
只是以⼀种重复的⽅式⾏为），那么我们就能够给出⼀个相当简单的⾮终⽌证明。但是，lambda
所做的事情越基本越多样化，证明就会越复杂。关键在于——本质上由于计算不可约性——必然存
在⾏为任意复杂和多样化的 lambda。但在某种意义上，任何给定的有限公理系统只能期望捕捉到
⼀定的“多样性⽔平”，因此只能对⼀定范围内的 lambda 证明其⾮终⽌。

为了更具体⼀些，我们可以设想⼀种构造，它能引导我们得到⼀个 lambda，其终⽌性在⼀个给定
的公理系统中⽆法被证明。这始于这样⼀个事实：lambda 的计算普遍性意味着任何计算都可以被
编码为某个 lambda 的求值。因此，特别地，存在⼀个 lambda，它系统地⽣成给定公理语⾔中的语
句，并确定这些语句是否为该公理系统中的定理。然后我们可以设置它，使得如果任何时候发现不

⼀致——在那种意义上即⼀个定理及其否定同时出现——那么过程将停⽌。换句话说，lambda 的求
值在某种意义上系统地寻找公理系统中的不⼀致性，⼀旦找到就终⽌。

这意味着证明 lambda 的计算永远不会终⽌，等同于证明公理系统的⼀致性。但这是⼀个基本事
实：任何给定的公理系统都⽆法证明⾃身的⾃洽性；需要更强⼤的公理系统才能做到这⼀点。因

此，这意味着我们永远⽆法证明我们设定的 lambda 的计算会终⽌——⾄少⽆法在它所基于的公理
系统内部证明。

实际上，发⽣的情况是我们已经设法让我们的 lambda 在其⽆限的⽣命周期中扫描了公理系统能够
做的⼀切，结果公理系统⽆法“进⼀步”说任何关于 lambda ⾏为“更⼤”的事情。这是由于 lambda 的
计算通⽤性，使得我们可以将整个公理系统的“元数学”包装进单个 lambda（⽆限）的⾏为中。但结
果是，对于任何给定的公理系统，原则上我们可以产⽣⼀个 lambda，我们知道该 lambda 的⾮终⽌
性在公理系统内部是不可证明的。

当然，如果我们扩展我们的公理系统，增加⼀个额外的公理“这个特定的 Lambda 永远不会终⽌”，
那么我们就能轻易地证明⾮终⽌性。但 Lambda 的计算通⽤性意味着（在哥德尔定理的⼀个类⽐
中），没有任何⼀个有限的公理集合能成功地让我们为所有可能的 Lambda 得到有限的证明。

是的，虽然我们提出的构造⽅法为我们提供了⼀种特定的⽅法来⽣成“逃逸”给定公理系统的
Lambda，但这些肯定不会是唯⼀能这样做的 Lambda。在⽐如⽪亚诺算术中不可证明⾮终⽌性的
最⼩ Lambda 会是什么？我们上⾯基于 Goodstein 序列的例⼦已经相当⼩了。但毫⽆疑问，仍然存



在更⼩的例⼦。尽管⼀般来说，证明⼀个特定的 Lambda 确实是⼀个例⼦有多么困难并没有上限。

如果我们扫描所有可能的 lambda，不可避免地最终会发现⼀个能够“逃离”任何可能的公理系统的
lambda。根据计算宇宙的经验，我们可以预期，即使是相当⼩的 lambda，所需的公理系统的⼤⼩
和⼒量也会迅速加速来“控制它们”。是的，原则上我们可以为任何给定的 lambda 添加⼀个⾃定义
公理，但要点是我们可以预期很快会以某种意义上“任意⼩的杠杆”：每个添加的公理只涵盖我们达
到的 lambda 中微不⾜起的⼀⼩部分。

数值可解释的 lambda

到⽬前为⽌，我们讨论了“lambda ⾃身的求值”。但给定⼀个特定的 lambda，我们总可以将其应⽤
于“输⼊”，并查看“它计算了什么”。当然，输⼊本身也是另⼀个 lambda，所以“lambda 应⽤于输
⼊”就是“lambda 应⽤于⼀个 lambda”，这本身也是⼀个 lambda。因此，我们基本上回到了
“lambda ⾃身的求值”。

但如果输⼊我们给出的东⻄是“可解释”的？⽐如说，对应于我们上⾯使⽤的表示中的⼀个整数的
lambda。⼀个 lambda 应⽤于这样的东⻄将——假设它终⽌——不可避免地只是给出另⼀个
lambda。⽽且⼤多数情况下，那个结果的 lambda 不会是“可解释”的。但有时它可以是。

例如考虑：

如果我们把这个 lambda 应⽤于表示为 lambda 的整数序列，会发⽣什么：

换句话说，这个 lambda 可以被解释为从⼀个整数到另⼀个整数的数值函数——在这种情况下是函
数：



那么λ能表示哪些种类的数值函数呢？由于λ能够进⾏通⽤计算，它们最终必须能够表示任何整数函
数。但所需的λ可能会⾮常庞⼤。

早些时候 ，我们看到阶乘函数的构造表示作为⼀个 lambda：

我们还知道，如果我们取代表整数 m 的（"丘奇数"）λ，并将其应⽤于代表 n 的λ，我们会得到代表
n  的λ。然后可以很直接地构造⼀个λ来表示任何可以通过幂运算组合得到的函数：

并且可以很容易地继续得到基于超乘⽅运算和更⾼阶超运算的函数。例如

给出了阿克曼函数的⼀个对⻆线 ，其连续项为：

但“野⽣ lambda”⼜如何呢？它们“数值可解释”的频率有多⾼？它们会代表哪些函数？例如在⼤⼩为
5 的 lambda 中，82 个中有 10 个——⼤约 12%——是“可解释”的，并代表函数 0、1、n 和 n 。在⼤
⼩为 10 的 lambda 中，“可解释”的⽐例下降到⼤约 4%，不同函数出现的频率如下：

m

2



观察逐渐增⼤的 lambda，这⾥是⼀些函数出现的显著“⾸次”情况：

是的，我们可以将给出特定函数的最⼩ lambda 的⼤⼩视为该函数相对于 lambda 的 “算法信息内
容”。

不⽤说，还有⼀些其他的惊喜。⽐如 ，它对任何整数输⼊都给出 0，但需要超级指数级



增加的步骤来完成：

我们⼀直在讨论由哪些 lambda 可以计算“数值”函数。但我们可以提出另⼀个问题是这样的计算需
要多少时间（即需要多少次 beta 归约）——或者它们需要多少“空间”来存储中间表达式。确实，即
使输出相同，不同的 lambda 可能会采⽤不同的计算⽅法并消耗不同的计算资源来得到这些输出。
所以，例如，在 size-8 的 lambda 中，有 41 个可以计算函数 n^2。这⾥展示了当 n=10 时，运⾏这
些 lambda ⽣成的中间表达式的尺⼨（所有图像都使⽤相同的⽐例绘制）：

这些图⽚表明，这些不同的 lambda 在计算 n²时有各种不同的⽅法。其中⼀些⽅法需要更多的“内
存”（即中间 lambda 的⼤⼩），⽽另⼀些则不需要。此外，有些⽅法需要更多的时间。

对于这个特定的 lambda 集合，所需的时间总是基本上随着 n 线性增⻓，尽管可能有⼏种不同的速
率：



但在其他情况下，观察到不同的⾏为，包括⼀些⾮常⻓的“运⾏时间”。确实，在⼀般情况下，⼈们
可以想象构建⼀个关于λ的完整计算复杂性理论，从这类经验性的、规则学探究开始。

我们在这⾥讨论的所有内容都是针对单参数函数的。但我们也可以查看多参数函数，这些参数可以

以“柯⾥化”形式传递给λ：f [x][y]，等等。并且在这种设置下， ，例如，给出 x y，⽽

 给出 x y 。

Lambda 求值的多元图

假设你要计算⼀个 lambda 表达式，例如：

你想进⾏⼀个β归约。但哪⼀个？对于这个表达式，有3个可能的进⾏β归约的地⽅，它们都给出不
同的结果：

到⽬前为⽌我们所做的⼀切，我们都假设我们在每⼀步都使⽤“第⼀个”β归约（我们很快会讨论“第
⼀个”是什么意思）。但在⼀般情况下，我们可以查看所有可能的“求值路径”——并从它们形成多路
图（双重边反映了两个不同的β归约碰巧得到相同结果的事实）：

3



那么在这种情况下，我们的标准求值路径是：

我们通过在每个步骤中选择“ 最左外层 ”可能的 beta 归约来得到这条路径，即涉及表达树中“最⾼”
相关λ的那个（如果有多个选择，则选择最左边的那个）：



但在上⾯的多路图中很明显，我们可以选择任何路径，最终都会得到相同的结果。实际上，这是

lambda 的⼀个普遍性质（所谓的汇聚性或 Church-Rosser 性质 ），即所有终⽌的给定 lambda 求
值都会以相同的结果终⽌。

顺便说⼀下，这⾥是⽤树形形式渲染 lambda 的多路图看起来像这样：

在规模为 5 时，所有 lambda 都会产⽣平凡的多路径图，其中不涉及分⽀，例如：



在规模为6时，开始出现分⽀——以及合并：

此外，还有另⼀件事发⽣：名为“循环 lambda”的 λ[1[1]][λ[1[1]]] 会产⽣⼀个多路径图，该图形成了
⼀个环：

在规模为7时，许多不同的多路径图拓扑开始出现。⼤多数都会导致终⽌：



（这些多路图中最⼤的与 λ[1[1]][λ[λ[2][1]]] 相关联，有12个节点。）

然后还有⼀些循环的情况：

最后是

在这⾥发⽣了新情况：多路图有许多不同的分⽀。经过5步之后变成



其中每个节点的尺⼨表示它所代表的 lambda 的⼤⼩，粉红⾊节点表示可以进⼀步进⾏ beta 约简的
lambda。再进⾏⼀步之后，多路图变成

或者，经过另⼀步之后，在双曲嵌⼊中：



在这个特定情况下，没有任何分⽀会终结，连续步骤中多路系统的总⼤⼩是：

使⽤⼤⼩为 8 的 lambda 时，终结的多路图可以更⼤（第⼀个情况有 124 个节点）：



并且对于⾮终结情况，存在各种新的拓扑结构，例如：



这些图是通过进⾏ 5 次连续的 beta 归约得到的。那些以循环结束的不会因进⼀步归约⽽改变。但那
些标有粉⾊节点的会变化。在⼤多数情况下，最终会得到⼀个逐渐增加的可以进⾏的归约数量（通

常呈指数增⻓，但在此处仅为步骤 t 时的 2t – 1）：



与此同时，有时“未解决的归约”数量会保持不变：

我们知道，如果存在 beta 约化的不动点，它总是唯⼀的。但能否同时存在⼀个唯⼀的不动点，以及
永远延伸的分⽀？结果是可以的。⽽第⼀个发⽣这种情况的 lambda 是：

使⽤我们的标准求值⽅法，这个 lambda 在 λ[1] 处经过 5 步终⽌。但还有其他可以遵循的路径，这
些路径不会终⽌（如末尾粉⾊节点所示）：

确实，在步骤 t 时，此类路径的数量遵循⼀个类似斐波那契的递推关系，渐近增⻓  。

对于⼤⼩为 9 的 lambda，情况要简单得多，终⽌/⾮终⽌现象会发⽣



现在每⼀步都只有⼀个⾮终⽌路径：

还有⼀个 lambda 在⼀条和两条⾮终⽌路径之间交替：

还有⼀个 lambda 在渐近情况下总是恰好有 5 条⾮终⽌路径：



好的，有些 lambda 具有⾮常“茂密”（或⽆限）的多路图，⽽有些则没有。这与我们通过标准求值
过程获得的这些 lambda 的⽣命周期如何相关联？

这是所有有限寿命的 size-8 lambda 的⼤⼩与⽣命周期的关系图：

除了上⾯讨论的⼀个案例（这⾥⽤红⾊箭头标出）之外，其他所有多路径图都是有限⼤⼩的——我
们观察到它们的⼤⼩与标准评估过程得到的⽣命周期之间存在⼀定的相关性。值得注意的是，即使

标准评估⽣命周期最⻓的 lambda（12）仍然有⼀个相当⼩的（27 节点）多路径图。

⽽最⼤的（有限的）多重路径图（有 124 个节点）出现在⼀个标准评估⽣命周期为 7 的 lambda
中。



在⼤⼩为 9 时，这⾥列出了 10 个具有最⻓标准评估⽣命周期的 lambda 的多重路径图，计算到 5
步：

在标准求值寿命为17的情况下，多路径图是有限的：

但在所有其他展示的情况中，图可能是⽆限的。例如，在寿命为 55 的情况下，多路径图中在步骤 t
的节点数量增⻓如下：



但不知何故，在所有这些不同路径中，我们知道⾄少有⼀条是会终⽌的——⾄少在55步之后，以给
出 λ[1] 。

不同的求值策略

多路径图展示了 lambda 的所有可能的 beta 归约序列。我们的“标准求值过程”选择其中⼀个特定的
序列——通过在每个步骤中采⽤某种策略来选择要执⾏的 beta 归约。但如果我们使⽤不同的策略会
怎样呢？

作为⼀个例⼦，考虑：

对于这个 lambda，结果表明有 4 个可能的 beta 归约位置（位置使⽤ Wolfram 语⾔规范指定）：

我们的标准求值策略执⾏这⾥列出的第⼀个 beta 归约。但它具体是如何确定应该执⾏这个归约的
呢？嗯，它查看指定 lambda 表达式树中每个可能归约位置的 0 和 1 的列表。然后它选择具有最短
位置列表的那个，如果位置列表有相同⻓度，则按字典序排序。

从树的结构来看，这对应于挑选最左外层的 beta 归约，即在我们对树的渲染中是“最⾼且最靠左”的
那个：



那么我们还能使⽤哪些其他策略呢？我们可以通过给出⼀个算法来指定⼀个策略，该算法能从任何

0 和 1 的列表集合中挑选出⼀个列表。（⽬前我们只考虑“顺序策略”，即⼀次挑选出⼀个位置列表
——即⼀个单⼀归约。）但指定策略的另⼀种⽅式是定义表达式树上的顺序，然后说明我们进⾏的
beta 归约是如果我们按该顺序遍历树时最先到达的那个。因此，例如，我们的最左外层策略与树的
⼴度优先遍历相关联。另⼀种求值策略是最左内层，它与树的深度优先遍历相关联，以及所有 beta
归约树位置的⼀个纯粹字⺟顺序，与⻓度⽆关。

在 Wolfram 语⾔中，选项 TreeTraversalOrder 提供了⽤于函数 TreeMap 等可能遍历顺序的详细参数
化，⽽每个这样的顺序都可以⽤来定义 lambda 的求值策略。Wolfram 语⾔中应⽤于表达式树的标
凈 ReplaceAll ( /. )操作也定义了⼀种求值策略——这恰好是我们标准的最外层最左操作。与此同
时，在给出赋值 λ[x_][y_]:= …之后使⽤标准的 Wolfram 语⾔求值会产⽣最左内层求值策略（因为在
每⼀层中，头部 λ[ … ] 都先于参数被求值）。然⽽，如果λ具有 Hold 属性，那么我们得到的将是所
谓的“应⽤”顺序，其中参数在主体之前被求值。是的，这个可能求值策略的整个设置实际上与我⼏
年前详细讨论过的组合⼦是相同的 。

那么，不同策略会发⽣什么？这⾥是在不同情况下⽣成的求值链的例⼦：



每个策略都对应着在多路径图中遵循不同的路径：

实际上，每个策略都对应着达到最终结果的不同⽅式：

绘制每⼀步获得的λ的⼤⼩，我们看到不同的策略有不同的特征——特别是在这个案例中，标准策略
⽐深度优先等需要更多步骤来达到最终结果：



好的，但这些策略具体意味着什么？在 Wolfram 语⾔函数 TreeTraversalOrder 的术语中，它们是
（"applicative"涉及是否为λ或•的依赖，并且⼯作⽅式略有不同）：

从树位置的⻆度来看，这些对应于以下排序

这些对应于通过树节点的这些路径：



正如我们早前多次提到的，lambda 的⼀个普遍特征是：如果某个 lambda 的计算终⽌，那么得到的
结果必须始终相同——与所使⽤的计算策略⽆关。换句话说，如果多向图中有终⽌路径，它们必须
都收敛到同⼀个固定点。有些路径可能⽐其他路径短，这反映了有些计算策略可能⽐其他策略更⾼

效。我们之前看到了⼀个这样的例⼦，但差异可能要⼤得多。例如，  使⽤标准
计算策略需要 74 步才能终⽌，⽽使⽤深度优先策略只需要 10 步：

确实，我们经常看到标准求值和深度优先求值产⽣⾮常不同的⾏为的情况；有时前者更⾼效，有时

后者更⾼效。但尽管“到达结果的⽅式”有所不同，最终的固定点结果不可避免地总是相同的。

但如果多路图中的只有部分路径终⽌会怎样呢？这种情况在⼤⼩不超过 8 的任何 lambda 中都不会

发⽣。但在⼤⼩为 9 的情况下，例如，  在标准求值下终⽌，但在深度优先求值下不
终⽌：



还有⼀个更简单的例⼦是 ：

在这两种情况下，标准求值会导致终⽌，但深度优先求值不会。事实上，这是⼀个普遍的结果：如

果对于某个特定的 lambda 终⽌是可能的，那么我们的标准（“最左外层”）求值策略将成功实现
它。

但如果终⽌永远不可能呢？不同的求值策略会导致不同的⾏为。例如，  可能会陷⼊
周期为 2 或周期为 1 的循环：

⼀种策略也可能给出永远增⻓的 lambda，⽽另⼀种策略则给出（如本  例



中），⽐如⼤⼩周期性的 lambda——实际上展示了两种不同的不终⽌⽅式：

但如果⼀个⼈有⼀整套 lambda 呢？通常会发⽣什么？在每⼀个多路图中都可能存在⼀个固定点，
⼀些循环和⼀些（树状的）⽆界增⻓。每⼀种策略都定义了多路图中的⼀条路径——这有可能导致
所有这些可能的结果中的任何⼀个。通常可以看到⼀种类型的结果⽐其他类型的结果出现得更加频

繁——并且需要某种“特殊调整”才能实现不同类型的结果。

对于这种情况

⼏乎所有求值策略都会导致终⽌——除了基于我们可能称之为“树形布局顺序”的特定策略：



那么，如果我们使⽤⼀种策略，在每⼀步只是随机选择不同的可能 beta 约简，且概率相等，会发⽣
什么呢？这⾥有⼀些对于上⾯看到的 [1(11)][[2(211)]] lambda 的例⼦，它使⽤标准求值策略需要 74
步才能终⽌：

⽣成的曲线形状相当多样化。但值得注意的是，没有出现⾮终⽌的情况——⽽且终⽌通常⽐标准求
值要快得多。事实上，终⽌时间的分布刚刚达到标准求值情况中看到的74这个值：

对于那些总是能终⽌求值的 lambda，我们可以认为它们求值过程中⽣成的表达式⼤⼩的序列是“两
端固定”的。当求值不终⽌时，序列的⼤⼩可能会更加⽆序，就像这些 [11][1(1(1[[3]]))] 情况：



Lambda 的等价性

考虑这些 lambda：

它们每个都有不同的形式。但它们都评估为同⼀个东⻄： λ[1] 。特别是如果我们从数学的⻆度思考
lambda，这意味着我们可以认为所有这些 lambda 在某种程度上“代表同⼀个东⻄”，因此我们可以
将它们视为“等效”。

在所有 18 个⼤⼩为 4 的 lambda 中，这三个实际上是唯⼀在意义上等效的。这意味着有 15 个“评估
不等价”的 lambda 直到⼤⼩为 4。

直到⼤⼩为 5，总共有 100 种 lambda 形式——进化为 68 个不同的最终结果——并且有 4 个多
lambda 等价类。

我们可以⽤图形来概括这⼀点：

在规模不超过 6 的情况下，总共有 679 种 lambda 形式——这些形式会演变成 392 个不同的最终状



态（以及⼀个“循环 lambda”）——并且有 16 个多 lambda 等价类：

如果我们只考虑那些求值能够终⽌的 lambda，那么我们有以下情况：

对于较⼤的规模，这个⽐率理论上会或多或少地指数级地趋近于⼀个固定的极限值，⼤约是1/4。

但这只是针对会终⽌的 lambda ⽽⾔的。那么对于不会终⽌的 lambda 之间的等价性，我们⼜能说
什么呢？嗯，这取决于我们如何定义“等价性”。⼀个定义可能是：如果两个 lambda 在其演化过程
中⽣成相同的 lambda 表达式，那么它们是等价的。换句话说，它们的_multiway graphs_之间存
在某种重叠。

如果我们查看⼤⼩为 7 的情况，有 8 个不终⽌的 lambda，它们的多重系统之间存在⼀个单⼀的——
相当简单——对应关系：



在⼤⼩为 8 之前，有 89 个 lambda 其求值不会终⽌。在这些 lambda 中，有许多对应关系。⼀个简
单的例⼦是：

更复杂的例⼦包括



现在我们展示了⽤于 lambda 对的多路图组合。在前两种情况下，重叠出现在循环 lambda 上；在
第三种情况下，它出现在⼀系列 lambda 表达式中。

如果我们查看所有 89 个⾮终⽌ lambda，这显示了其中 434 对重叠的 lambda 是哪些：

这⾥有⼏个微妙之处。⾸先，两个 lambda 是否“被视为等价”可能取决于所使⽤的求值策略。例
如，⼀个 lambda 可能在⼀个策略下终⽌，但在另⼀个⽆法终⽌的策略中“错过固定点”。

此外，即使两个 lambda 的多向图重叠，也没有保证在任何给定的求值策略下都能“发现”这种重
叠。

最后，和往常⼀样，存在⼀个不可判定性的问题。即使⼀个 lambda 会终⽌，它也可能需要任意⻓
的时间来完成。更糟糕的是，如果逐步⽣成两个 lambda 的多向图，判断它们是否重叠可能⾮常困
难。确定⼀个 lambda 的单个求值路径可能是计算不可约的；确定这类重叠可能是多计算不可约
的。

Lambda 的因果关系



我们可以将 lambda 求值中的每⼀个 beta 还原视为⼀个“事件”，在这个事件中，某些输⼊被转化为
特定的输出。如果事件 V 的输⼊依赖于事件 U 的输出，那么我们可以称 V 在因果关系上依赖于
U。换句话说，事件 V 只有在事件 U 发⽣之后才能发⽣。

如果我们考虑⼀个涉及多个 beta 还原的 lambda 求值过程，我们就可以想象构建出⼀个完整的 “因
果图”依赖关系 。

作为⼀个简单的例⼦，考虑这个求值链，我们明确显示了 beta 还原事件，并且（在这个简单情况下
为了清晰）我们还避免了重命名出现的变量：

这⾥的蓝⾊边显示了如何⼀个 lambda 转化为另⼀个 lambda——这是由于⼀个事件的结果。深红⾊
边显示了事件之间的因果关系；每⼀个都可以被认为是与⼀个⼦表达式相关联，这个⼦表达式是

“因果的载体”，从⼀事件传递到另⼀事件。



保留事件和因果边，这个演化的因果图是：

如果我们沿着因果边序列前进，我们会得到⼀个必须按顺序发⽣的“类时间”事件链。但在其“横向”
上，我们可以（在偏序集的语⾔中）有⼀个“反链”，由我们可以认为是“类空间分离”的事件组成，
这些事件可以并⾏发⽣。在这种情况下，第⼀个事件（即第⼀个 beta 归约）导致表达式

其中可以进⾏两个归约：对于 λ[b, … ] 和对于第⼀个 λ[c, … ] 。但这些归约完全相互独⽴；它们可
以被认为是“类空间分离”的。在我们的标准求值⽅案中，这些事件按确定顺序发⽣。但因果图显示
的是，我们得到的结果并不需要这个顺序——实际上允许这些事件“并⾏”发⽣。

许多 lambda 在其评估中不允许并⾏化，因此具有简单、线性的因果图：

因果图中通常有简单的分⽀——这与λ表达式中的某些部分有关，这些部分在β归约⽅⾯完全分离，
并且可以单独评估：



在构建 lambda 的因果图时，⼀个棘⼿的问题是弄清楚究竟是什么依赖于什么。在这种情况下，可
能看起来这两个事件是独⽴的，因为第⼀个事件涉及 λ[a, … ] ，⽽第⼆个事件涉及 λ[b,...] 。但是，
第⼆个事件不能在第⼀个事件中通过 λ[a, ...] 的归约“激活” λ[b, ...] 之前发⽣——因此，第⼆个事件
必须被视为在因果图中对第⼀个事件有因果依赖：

虽然许多 lambda 具有简单、线性或分⽀的因果图，但许多 lambda 具有更复杂的结构。这⾥是⼀
些终⽌ lambda 的例⼦：



不会终⽌的 lambda 具有⽆限⻓的因果图：



但这⾥值得注意的是，即使演化——以 lambda ⼤⼩的序列形式可视化——并不简单，因果图通常仍
然相当简单且重复。是的，在某些情况下，看到这⼀点可能确实等同于证明 lambda 的演化不会终



⽌。但需要注意的是，即使对于会终⽌的 lambda，我们在上⽂看到它们的因果图仍然可能看起来
基本上是重复的——直到它们终⽌。

多路因果图

我们在上⼀节展示的因果图都是基于分析特定 lambda 求值链中的因果依赖关系，这些因果图是通
过我们的标准（最左外层）求值⽅案⽣成的。但是——就像在我们的物理项⽬中⼀样——也可以⽣
成多路因果图 ，在这些图中，我们展示了多路图中所有可能求值序列所代表的所有状态之间的因果
连接。

这是我们上⾯展示的第⼀个因果图的多元⽅式版本：

有些因果图即使在多重情况下仍然是线性的，但其他图会分裂成许多路径：



多重因果图通常⽐普通因果图复杂得多。例如，虽然[1(11)][[212]]的普通因果图是

多重版本是

当状态的多重路径图是：



所以，是的，可以为 lambda 制作多向因果图。但它们意味着什么？这是⼀个有点复杂的故事。但
我不会在这⾥详细说明——因为它基本上与组合⼦的故事相同，我⼏年前讨论过 。尽管 lambda 不
允许⼈们像我们为组合⼦考虑的那样建⽴共享⼦表达式 DAG，但 lambda 中的变量（或 de Bruijn
索引）实际上会导致⻓程相关性，从⽽阻⽌我们为组合⼦使⽤的那种模块化树状⽅法。

线性 lambda 的案例

我们已经看到，⼀般来说，lambda 可以完成⾮常复杂的事情。但存在⼀类特殊的 lambda——"线性
lambda"——它们的⾏为⽅式要简单得多，这使得它们可以被相当完整地分析。线性 lambda 是指在
其体中每个变量只出现⼀次的 lambda。这意味着 λ[a, a] 是⼀个线性 lambda，但 λ[a, a[a]] 不是。

因此，前⼏个线性 lambda 是

或以 de Bruijn 索引形式：

线性λ有⼀个重要的性质，即在β归约下它们的⼤⼩永远不会增加。（如果没有⼀个变量的多次出
现，β归约只是移除⼦表达式，并且永远不会导致⼦表达式的复制。）实际上，在线性λ的评估的每
⼀步，最多只会移除⼀个λ：



由于线性λ总是有⼀个变量对应每个λ，所以它们的⼤⼩总是偶数。
与给定⼤⼩的λ总数相⽐， 线性λ的数量很⼩：

渐近地，⼤⼩为 2m 的线性λ的数量增⻓如同  。

以下是⼤⼩为 6 的线性λ的 Tromp 图：

对于线性λ，评估总是会终⽌；它所需要步骤的数量与评估⽅案⽆关，其最⼤值等于λ的数量；⼤⼩
为6的线性λ的分布为：

线性λ的多重图相当简单。由于每个λ与其他任何λ都是独⽴的，因此它们在任何顺序下进⾏归约都
不重要，多重图由⼀系列菱形组成，例如：



对于⼤⼩ 6，可能的 Multway 图（及其多重性）是：

对于⼤⼩8，它是：

在最后⼀个图中可以更明显地对称地绘制为：

⽬录



⽽对于尺⼨为10的情况是：

除了线性 lambda，我们还可以研究仿射 lambda，仿射 lambda 被定义为允许每个变量为零个或⼀
个实例。仿射 lambda 的⾏为与线性 lambda ⾮常相似，只是现在在多路图中出现了⼀些“退化菱形
结构”，例如：

Lambda 与组合⼦



那么，在我们探索了这么多关于 lambda 的 ruliology 之后，它与我⼏年前发现的组合⼦的 ruliology
相⽐如何呢？许多核⼼现象当然是⾮常相似的。事实上，lambda 和组合⼦之间很容易转换——尽管
⼀个尺⼨的 lambda 可能对应⼀个⾮常不同尺⼨的组合⼦。

例如，size-4 lambdas 具有这些等价组合⼦

⽽⼤⼩为 3 的组合⼦有这些等价的 lambda：



毫不奇怪，对于等价的组合⼦，lambda 的⼤⼩（ LeafCount ）往往略⼩，因为 de Bruijn 索引的存
在意味着 lambda 实际上拥有⼀个更⼤的“字⺟表”来⼯作。

但最终，lambda 和组合⼦可以做“所有相同的事情”，就像在这些情况下：

《计算等价原理》意味着，在基本层⾯上，那些⾏为并⾮显⽽易然简单的系统的规则学⾄少在某种

程度上是相同的。

但 lambda 确实给我们带来了⼀些独特的挑战。⾸先，存在变量及其所隐含的⾮局部性问题。这不
像细胞⾃动机或图灵机，在某种程度上每个更新都是局部发⽣的。甚⾄也不像组合⼦，其中事物⾄

少在树上局部化——或者超图重写系统，其中事物在超图上局部化。Lambda 既具有层次性⼜具有
⾮局部性。Lambda 表达式具有树状结构，但变量以任意复杂的⽅式将树的各个部分连接在⼀起。
⽽且 beta 约简实际上可以拉扯任意⻓的链条。



所有这⼀切都与另⼀个问题纠缠在⼀起：lambda 表达式通常可以变得⾮常庞⼤。即使这样也不是
⼀个⼤问题，如果不是因为没有任何明显的⽅法来压缩 lambda 表达式所做的事情。结果，尽管
Wolfram 语⾔提供了⼀种⾮常⾼效的⽅式来处理符号结构，但我在这⾥所做的⼯作经常挑战我的计
算资源。

然⽽，最终我们⾄少在探索 lambda 的 ruliology ⽅⾯完成了基础⼯作，并且看到计算宇宙的⼜⼀个
⻆落充满了⾮凡和令⼈惊讶的现象。我最初在 20 世纪 80 年代初就曾思考 lambda 在“野外”会是什
么样⼦。我很⾼兴，现在终于——这么多年后——我终于能够感知到 lambda 的世界及其 ruliology
的独特性和同⼀性。

书⽬注释

在过去的 90 年⾥，关于 lambda 已经写了很多，尽管⼤多数情况下其焦点是形式和理论，⽽不是
实证和规则学。当我在 2020 年写关于组合⼦时，我做了研究来编制⼀个⾮常⼴泛的组合⼦（规模
要⼩得多）⽂献书⽬。对于 lambda 我没有尝试类似的练习。但鉴于组合⼦和 lambda 之间的重叠
——以及等价性——我的⼤部分组合⼦书⽬也适⽤于 lambda。

组合⼦书⽬ »
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