
一场对无序边界的严谨探索：解构随机带状矩

阵离域化现象的数学证明 
摘要 
本报告对近期在随机带状矩阵（RBM）本征矢量离域化研究中取得的里程碑式数学证明进行了全

面的学术评述，该问题是数学物理学领域的核心议题。本文追溯了从乔治·费赫尔（George Feher
）的开创性实验以及菲利普·安德森（Philip W. Anderson）的奠基性理论，到随机矩阵理论（RMT）这
一现代数学框架的历史脉络。本研究的核心是对由姚鸿泽（Horng-Tzer Yau）、尹骏（Jun Yin）及其

合作者发展的创新性的“圈层级”方法进行详细解构，该方法不仅解决了长久以来悬而未决的一维

离域化猜想，并成功推广至更高维度。本文分析了其中的关键数学创新，包括矩阵布朗运动的应

用以及对由此产生的非闭合方程组的近似处理方法。此外，本文还将其与由埃尔德什·拉斯洛（

László Erdős）和沃洛迪米尔·里亚博夫（Volodymyr Riabov）发展的并行的“之字形策略”进行了比

较分析，突显了标志着该研究领域新纪元的两种独特而强大的动力学方法。最后，本文评估了这

些成果对更广泛的安德森局域化问题的深远影响，并展望了无序量子系统研究的新兴前沿方向。 

1. 引言：无序这一经久不衰的谜题 
1.1 物理反常现象：从费赫尔的实验到安德森的诺奖理论 
现代凝聚态物理学中关于无序系统的大部分研究，其源头可以追溯到20世纪50年代贝尔实验室

进行的一系列关键实验。物理学家乔治·费赫尔在研究掺杂半导体硅的特性时，观察到了一种令

人费解的现象。当他在纯硅中注入少量杂质（如磷或砷）时，电子能够自由地在材料中移动，表现

出良好的导电性。然而，随着杂质浓度的增加，材料内部结构的无序程度也随之加剧，电子的运动

开始受到阻碍。真正令人困惑的是，这种从导电到绝缘的转变并非如人们直觉预期的那样是渐进

发生的，而是在杂质浓度超过某个临界点时突然出现，电子被完全“俘获”，其宏观运动戛然而止 
[1]。这种非渐进的、急剧的转变类似于水在零摄氏度时突然结冰的相变过程，它挑战了当时传统

的电子输运理论，成为了一个亟待解释的物理反常现象 [1]。 

这一实验悖论直接激发了同在贝尔实验室工作的理论物理学家菲利普·安德森的深刻思考 [4]。
1958年，安德森发表了题为《特定随机晶格中扩散的缺失》（Absence of Diffusion in Certain 
Random Lattices）的里程碑式论文。在这篇论文中，他提出了一个革命性的观点：在足够强的无序

势场中，量子波（如电子的波函数）的相干干涉效应可以导致其扩散完全停止，波函数被限制在空

间中的有限区域内，即发生“局域化” [7]。安德森的理论最初遭到了广泛的怀疑，但在内维尔·莫特

（Nevill Mott）等物理学家的支持和推广下，其重要性逐渐被学界所认识。最终，这项开创性的工

作为安德森赢得了1977年的诺贝尔物理学奖，并奠定了整个无序系统物理学的基础 [6]。 

安德森局域化现象的发现，揭示了无序在量子世界中扮演着远比经典物理中更为深刻和违反直觉

的角色。这一从具体的实验反常现象出发，催生出全新物理理论的历程，完美诠释了实验、理论

与数学之间相辅相成的共生关系。一个在实验室中观察到的谜题，最终演变为一个横跨物理学和

数学数十年的核心研究课题。 



1.2 数学挑战：悬而未决的离域化区域 
尽管安德森的理论为无序系统中的电子行为提供了强有力的物理图像，但将其转化为严格的数学

证明却异常困难，特别是对于证明在弱无序条件下存在扩展态或“离域化”区域（即相变的“金属”
一侧） [1]。在数学上，局域化现象的研究取得了显著进展。利用多尺度分析（multi-scale analysis
）和分数矩方法（fractional moment method）等强大工具，数学家们已经严格证明了在一维系统

中，任何非零强度的无序都会导致所有本征态的局域化；在任意维度下，当无序强度足够大时，也

会发生局域化 [13]。 

然而，对于物理学家而言同样重要的离域化区域——即在三维及以上维度的弱无序情况下，电子

波函数能够像在完美晶体中一样扩展到整个系统——的严格数学证明，却一直是一个悬而未决的

重大开放性问题，被称为“扩展态猜想” [12]。这种物理直觉（得到大量数值模拟和标度理论的支

持）与严格数学证明之间的巨大鸿沟，凸显了处理具有空间结构的随机系统的根本性困难。安德

森模型本身的数学结构——随机的对角势能项与确定性的非对角跃迁项相结合——使得许多强大

的概率论工具难以直接应用。这一挑战持续了半个多世纪，成为数学物理领域的“圣杯”之一，激

励着一代又一代的数学家和物理学家去发展新的分析技术。 

1.3 新范式：随机带状矩阵与近期的突破 
为了绕开安德森模型带来的直接数学障碍，研究者们转向了一个结构上更简单、但物理内涵相似

的“玩具模型”——随机带状矩阵（Random Band Matrices, RBMs） [1]。RBMs的核心特征是其非零

元素被限制在主对角线周围一个宽度为 W 的“带”内。这个带宽参数 W 成为一个可调的旋钮：当 
W 很小（例如 W∼O(1)）时，矩阵的结构类似于具有短程随机跃迁的安德森模型，表现出局域化特

性；而当 W 很大（例如 W∼N，其中 N 是矩阵的维度）时，它就退化为经典的维格纳（Wigner）矩阵，

其本征态是完全离域的。因此，通过调节带宽 W，RBM模型完美地构建了一个从局域化到离域化

的过渡过程。 

对于一维RBM，一个流传已久的猜想指出，这个相变的临界带宽发生在 Wc​∼N​ [13]。当 W≫N​ 时，

系统处于离域相，其本征态和能谱统计特性应符合随机矩阵理论的普适预测；而当 W≪N​ 时，系

统则处于局域相。 

本报告的主题，正是围绕着近期对这一核心猜想的严格数学证明展开。由姚鸿泽、尹骏及其合作

者，以及并行地由埃尔德什·拉斯洛和沃洛迪米尔·里亚博夫领导的团队，各自发展出强大的新型

动力学分析方法，首次在猜想成立的参数区域内严格证明了离域化现象的存在 [13]。这些工作被

誉为自20世纪80年代以来在该问题上取得的最重大的进展，不仅解决了一个长达数十年的数学

难题，更重要的是，它们引入的全新数学思想和技术，为最终攻克原始的安德森模型离域化猜想

带来了新的曙光 [1]。 

2. 基础概念：从安德森局域化到随机矩阵理论 
在深入探讨最新的数学证明之前，有必要首先回顾构成该问题基础的两大理论支柱：安德森局域

化理论和随机矩阵理论。前者定义了问题的物理背景和核心现象，而后者则提供了描述和分析这

些现象的强大数学语言和框架。随机带状矩阵模型正是在这两大理论的交汇点上，扮演着连接物



理直觉与严格数学的桥梁角色。 

2.1 安德森紧束缚模型：一个为无序量身打造的框架 
安德森模型的标准形式是一个紧束缚哈密顿量，它描述了一个量子粒子（如电子）在 d 维离散晶

格 Zd 上的运动。该模型的哈密顿量 H 可以分解为两部分：H=T+V [19]。 

●​ 动能项 T：这部分描述了粒子在相邻格点之间的跃迁（hopping），通常是一个确定性的、具有

空间平移不变性的算符。最简单的形式是离散拉普拉斯算符 (Δψ)n​=∑∣m−n∣=1​(ψm​−ψn​)，代
表粒子只在最近邻格点间移动。 

●​ 势能项 V：这部分是模型的精髓，它代表了无序。V 是一个对角矩阵，其对角元 {Vn​} 是从某个

概率分布中独立同分布（i.i.d.）抽取的随机变量。例如，可以是从区间 [−W/2,W/2] 中均匀抽取

的随机数。这里的参数 W 被称为无序强度，它量化了势能景观的随机起伏程度 [19]。 

整个系统的行为由定态薛定谔方程 Hψ=Eψ 决定。核心问题是：该方程的本征态 ψ 和本征值 E 的
性质如何依赖于维度 d、能量 E 和无序强度 W？本征态 ψ 描述了能量为 E 的电子在空间中的概

率分布。如果 ∣ψn​∣2 在整个晶格上扩展，则该态是扩展态（extended state），对应于金属行为。

如果 ∣ψn​∣2 随着 ∣n∣ 的增加呈指数衰减，集中在某个有限区域内，则该态是局域态（localized 
state），对应于绝缘体行为 [19]。 

2.2 局域化的标度理论和迁移率边 
20世纪70年代，物理学界对安德森转变的理解取得了重大突破，其标志是“四人帮”（Abrahams, 
Anderson, Licciello, and Ramakrishnan）提出的局域化标度理论 [8]。该理论的核心思想是，系统

的电导 g（一个与电子输运能力直接相关的物理量）如何随系统尺寸 L 变化的趋势，完全由一个普

适的标度函数 β(g)=d(lnL)d(lng)​ 决定。这个看似简单的假设却带来了极其深刻的物理结论，并强

烈依赖于系统的维度： 

●​ 一维和二维 (d=1,2)：理论计算表明，在这两个维度下，β(g) 始终为负。这意味着无论初始电

导多大，只要系统尺寸 L 足够大，电导总会趋向于零。结论是：在一维和二维系统中，任何非

零的无序都会导致所有量子态的局域化，不存在真正的金属相 [7]。 
●​ 三维 (d=3)：在三维空间中，β(g) 的行为变得更加丰富。它存在一个不稳定的不动点 gc​。当系

统的电导 g>gc​ 时，β(g)>0，电导随系统尺寸增大而增大，系统表现为金属行为。当 g<gc​ 时
，β(g)<0，电导随尺寸增大而减小，系统表现为绝缘体行为。这预言了在三维无序系统中存

在一个由无序驱动的金属-绝缘体相变 [7]。 

这一理论自然地引出了由莫特（Mott）提出的“迁移率边”（mobility edge）的概念 [9]。在一个三维

系统中，对于给定的无序强度 W，通常存在一个临界能量 Ec​。能量高于 Ec​ 的本征态是扩展的，而

能量低于 Ec​ 的本征态则是局域的。这个 Ec​ 就是迁移率边，它在能谱上划分了导电和绝缘两种截

然不同的行为。 

2.3 随机矩阵理论：量子混沌的统计学描述 
随机矩阵理论（RMT）的诞生与安德森局域化问题无关，它最初由尤金·维格纳（Eugene Wigner）在
20世纪50年代提出，用以描述重原子核中复杂而密集的能谱 [23]。其核心哲学思想是，对于一个

极其复杂、无法精确求解其哈密顿量的量子系统，我们可以放弃对单个系统细节的追逐，转而研

究一个具有相同基本对称性的随机哈密顿量系综的统计性质。RMT的几个核心概念对于理解离



域化问题至关重要： 

●​ 高斯系综：根据系统在时间反演和自旋旋转下的对称性，哈密顿量被分为三类，对应三个经

典的高斯系综：高斯正交系综（GOE, β=1），对应具有时间反演对称性的系统；高斯酉系综（

GUE, β=2），对应破坏时间反演对称性的系统（如存在磁场）；以及高斯辛系综（GSE, β=4），
对应具有时间反演对称性但自旋-轨道耦合很强的情况 [23]。 

●​ 维格纳半圆律：对于一个 N×N 的大型维格纳矩阵（其元素为独立同分布的随机变量），其本征

值的归一化密度分布在 N→∞ 的极限下会收敛到一个半圆形曲线 [13]。 
●​ 能级排斥：这是RMT的一个标志性特征。系综中矩阵的本征值之间存在一种“排斥”效应，即

两个相邻本征值靠得很近的概率非常小。对于小的能级间距 s，这个概率 P(s) 的行为近似为 
sβ。这与互不相关的能级（遵循泊松统计）形成鲜明对比，后者的 P(s) 在 s→0 时为常数 
[23]。 

能级统计是区分系统动力学行为的有力探针。泊松统计通常与可积系统或局域化系统相关联，而

RMT的维格纳-戴森（Wigner-Dyson）统计则被认为是量子混沌系统（其经典对应系统是混沌的）的

普适特征，这便是著名的Bohigas-Giannoni-Schmit（BGS）猜想 [26]。因此，一个无序系统的能谱

统计从泊松分布转变为维格纳-戴森分布，被视为局域化-离域化相变的明确信号。 

2.4 随机带状矩阵：一个承上启下的模型 
随机带状矩阵（RBM）的定义是：一个 N×N 的厄米矩阵 H，其矩阵元 Hij​ 在 ∣i−j∣≤W 时是独立的随

机变量（满足厄米对称性 Hij​=Hji​​），而在 ∣i−j∣>W 时为零 [1]。 

RBM之所以成为研究安德森相变的关键模型，在于其独特的“插值”特性。它在两个极端之间建立

了一座桥梁： 

●​ 当带宽 W 为常数（W=O(1)）时，每个格点只与有限个邻居相互作用，这非常类似于安德森模

型中的短程随机跃迁，系统表现出局域化。 
●​ 当带宽 W 覆盖整个矩阵（W=N）时，每个格点与所有其他格点都有相互作用，这正是维格纳

矩阵的定义，系统是完全离域的，遵循RMT的普适规律 [12]。 

通过调节 W，RBM模型可以平滑地从一个局域化的、具有泊松能谱统计的系统，过渡到一个离域

化的、具有维格纳-戴森能谱统计的系统 [1]。这使得RBM成为在数学上研究局域化-离域化相变的

理想“实验室”。它比原始的安德森模型更具数学上的可控性，因为其所有非零矩阵元都是随机的

，这为应用强大的统计和概率工具提供了便利。然而，它又不像完全平均场的维格纳矩阵那样“平
庸”，因为它保留了关键的、非平均场的空间几何结构——由带宽 W 定义的有限作用范围。正是

这种介于完全有序和完全随机之间的中间地带，使其成为探索无序边界的完美探测器。 

这种从确定性视角到统计性视角的转换，是理解现代无序系统研究的关键。安德森模型从一个具

体的、虽然包含随机性的哈密顿量出发，探究其确定性的性质（如本征函数的指数衰减）。而RMT
则放弃了对单个哈密顿量的执着，转而研究整个系综的统计共性。RBM模型恰好位于这两种思想

的交汇处，它迫使研究者们必须发展出一种能够同时处理统计随机性和确定性空间结构的综合方

法。近期证明的成功，恰恰源于新发展的动力学方法能够有效地将概率统计工具应用于一个仍然

保留着晶格几何约束的模型中。这些方法并非“空间盲”的，而是能够明确地利用和体现系统的几

何特性。 



表1：安德森模型与随机带状矩阵（RBM）模型的比较 
| 特征 | 安德森模型 | 随机带状矩阵（RBM）模型 | 
| :--- | :--- | :--- | 
| 随机性来源 | 格点势能（对角元）[19] | 带宽内的所有矩阵元 [15] | 
| 跃迁项 | 确定性，通常为最近邻（如离散拉普拉斯算符）[19] | 随机，作用范围由带宽 W 决定 [29] 
| 
| 关键参数 | 无序强度 λ 或 W [19] | 带宽 W [13] | 
| 数学本质 | 随机薛定谔算符 [30] | 结构化随机矩阵系综 [29] | 
| 与平均场模型的联系 | 对任何无序强度都是非平均场模型 [12] | 在局域（W∼1）和平均场（W∼N）

之间插值 [13] | 
| 数学可解性 | d≥3 维的离域化区域是悬而未决的重大难题 [12] | 在 W≫N​ 的离域化区域已得到

严格证明 [13] | 
这张表格清晰地展示了为何RBM模型是研究安德森相变的有效替代品。它通过将随机性扩展到非

对角元，简化了数学结构，使其更易于分析，同时保留了由带宽 W 决定的有限作用范围这一核心

物理要素。这不仅为研究局域化-离域化相变提供了理论上的合理性，也为后续章节中将要展开的

复杂数学证明奠定了逻辑基础。 

3. 姚-尹在一维的证明：驯服“噩梦循环” 
对一维随机带状矩阵离域化猜想的严格证明，是姚鸿泽和尹骏一系列工作的起点，其成果集中体

现-在预印本论文arXiv:2501.01718中。这项证明的核心是引入了一种全新的动力学方法，巧妙地

将一个静态的、难以处理的矩阵问题，转化为一个动态的、可通过微扰和近似来控制的随机过程。

这个过程的核心，是驯服一个看似无穷无尽、无法封闭的方程层级，即被《Quanta Magazine》生动
描述为“噩梦循环”（Nightmare Loop）的数学结构 [1]。 

3.1 动力学框架：将矩阵嵌入布朗运动 
证明的第一个创新之举，是从静态视角转向动态视角。研究者们不再直接分析一个固定的随机带

状矩阵 H，而是将其视为一个矩阵布朗运动 Ht​ 在 t=1 时刻的一个实现。具体来说，矩阵布朗运动

的定义为 dHt,ij​=Sij​​dBt,ij​，其中 H0​=0，Bt,ij​ 是独立的标准复布朗运动，Sij​ 是矩阵元 Hij​ 的方差 
[13]。 

与此同时，他们引入了一个随时间演化的、确定性的谱参数 zt​。这个参数的演化路径经过精心设

计，从一个物理上“平庸”的区域（即虚部 Im(zt​)∼1）开始，逐渐逼近物理上最有趣但也最奇异的实

轴（Im(zt​)→0）[13]。 

通过这两个动力学过程，研究的核心对象从静态的格林函数（或预解式）G(z)=(H−z)−1，转变为随

时间演化的格林函数 Gt​=(Ht​−zt​)−1。利用随机分析中的伊东公式（Itô's formula），可以推导出 Gt​ 
所满足的一个随机微分方程（SDE）。这个框架的巨大优势在于，它将一个关于本征值和本征矢的

代数问题，转化为了一个关于格林函数演化的分析问题，从而为使用微扰论和极限思想打开了大

门 [13]。 

3.2 G-圈层级：一个非闭合的随机方程系统 



为了分析格林函数矩阵元的统计性质（例如其各阶矩），姚和尹考察了一类被称为“G-圈”（
G-loops）的观测量。这些G-圈被定义为一系列格林函数及其共轭的乘积的迹，形式如 
Lt,σ,a​=Tr(∏i=1n​Gt(σi​)​⋅Eai​​)，其中 σi​∈{+,−} 表示取 Gt​ 或其共轭 Gt†​，Eai​​ 是特定的“基本矩阵” [13]
。 

对这些G-圈应用伊东公式，会得到一个描述它们时间演化的耦合随机微分方程组，这便是“圈层
级”（loop hierarchy）。这个层级结构具有一个致命的特性：它不是封闭的。一个包含 n 个格林函数

的 n-圈的时间导数，不仅依赖于其他的 n-圈，还依赖于一个包含 (n+1) 个格林函数的 (n+1)-圈，

以及一个二次变分依赖于 (2n+2)-圈的鞅项。这意味着，为了求解 n-圈的方程，你需要先知道 
(n+1)-圈的解，而求解 (n+1)-圈又需要 (n+2)-圈，如此循环往复，形成了一个无穷的回归链条。 

这个无法封闭的层级结构，在数学物理中并不少见，它与统计力学中描述多体系统关联函数演化

的BBGKY层级在精神上是相通的。这种结构使得直接求解变得不可能，必须引入一种有效的截断

或近似方案。这便是“噩梦循环”的数学本质 [1]。 

3.3 本原近似：一个可被精确求解的树状结构 
驯服这个“噩梦”的关键，在于姚和尹提出的“本原近似”（primitive approximation）方法。他们没有

试图直接求解完整的圈层级，而是通过保留圈演化方程中的主导项（二次项），构建了一个更简单

的、可解的近似系统，即“本原层级” [13]。 

令人惊讶的是，这个由近似的“本原圈” K 所满足的非线性动力学系统，竟然存在一个精确的解析

解。这个解可以被表示为一个在所有可能树状图上的求和。每一个树状图都对应着本原圈方程中

的一项，这种图形化的表示为进行具体的解析和估计提供了强有力的工具 [13]。 

至此，证明的核心任务发生了转变：从求解一个无穷的方程层级，变为了证明真实的G-圈 L 可以

被可解的本原圈 K 很好地近似。也就是说，证明的核心在于控制误差项 (L−K)，并证明它在整个动

力学演化过程中都足够小。这一“近似并控制误差”的策略，是现代数学物理中处理复杂多体问题

的常用范式，其精髓在于找到一个既足够简单可以求解，又足够精确以至于误差可控的近似模

型。本原层级的发现及其可解性，正是这项证明中最核心的技术突破。 

3.4 关键数学要素：沃德恒等式与零和性质 
为了有效地控制近似误差 (L−K)，并处理当谱参数 zt​ 逼近实轴时可能出现的奇异性，证明中引入

了两个至关重要的数学性质： 

●​ 沃德恒等式（Ward's Identity）：这是格林函数理论中的一个基本恒等式，它联系了格林函数

的不同矩阵元。姚和尹证明了，这个恒等式不仅对真实的G-圈 L 成立，同样也对他们构造的

本原圈 K 成立 [13]。这个性质保证了近似模型在某种程度上保留了原始系统的基本对称性。 
●​ 零和性质（Sum-Zero Property）：由沃德恒等式可以推导出一个更为关键的性质。研究者们

证明了，本原圈的某些特定组合（被称为“交错圈”）之和，其大小正比于 Im(zt​)。这意味着，当

动力学流趋近实轴时（即 Im(zt​)→0），这些组合会自动趋向于零 [13]。这种内在的抵消机制是

整个证明能够成功的关键。它有效地抑制了在逼近实轴时各项误差的发散，保证了整个微扰

展开的稳定性和收敛性。 



3.5 最终成果：证明在 W>N1/2+c 条件下的离域化、QUE和普适性 
通过将上述所有要素——动力学框架、本原近似、沃德恒等式和零和性质——巧妙地结合在一起，

姚和尹最终得以建立关于格林函数的强有力的“局域定律”（local law）。这个局域定律精确地描述

了格林函数矩阵元的大小及其涨落行为，是导出所有物理结论的技术核心。 

从这个局域定律出发，他们严格地证明了对于一维随机带状矩阵，当带宽 W>N1/2+c（其中 c 是任

意小的正常数）时： 

●​ 离域化：所有本征矢量的 L∞ 范数都被 N−1/2+ε 一致地界定。这意味着波函数的概率密度不

会集中在少数几个格点上，而是弥散在整个系统中 [34]。 
●​ 量子唯一遍历性（Quantum Unique Ergodicity, QUE）：这是一个比离域化更强的性质，它

表明本征矢量的 L2 质量在空间中是均匀分布的。也就是说，在任何一个足够大的空间区域

内，找到电子的概率都正比于该区域的体积 [34]。 
●​ 普适性：局域能谱的统计性质（如能级间距分布）与高斯酉系综（GUE）的预测完全一致。这证

实了在离域化区域，尽管系统存在无序，其量子动力学行为依然是混沌的，并遵循RMT的普

适规律 [34]。 

这项工作首次严格地证实了一维RBM离域化相的存在，并精确地确定了其物理性质，从而解决了

这个领域一个长达数十年的核心猜想 [34]。 

4. 迈向物理现实：高维空间中的离域化 
一维模型的成功只是一个开始。物理现实是三维的，因此将一维的证明推广到更高维度，是验证

该理论物理相关性的关键一步。姚鸿泽、尹骏及其团队——包括博士生索菲亚·杜波娃（Sofiia 
Dubova）和博士后杨帆（Fan Yang）、杨凯文（Kevin Yang）——迅速将他们开创的动力学方法应用

于二维和三维系统。然而，维度的增加不仅仅是简单地改变方程中的一个参数，它带来了全新

的、与晶格几何结构密切相关的数学挑战。 

4.1 二维情形：利用类中心极限定理估计克服标度困难 
在二维系统中的证明由杜波娃、杨凯文、姚鸿泽和尹骏在论文arXiv:2503.07606中完成 [16]。 

●​ 新的挑战：从一维推广到二维时，最主要的障碍来自于对格点求和的标度行为。在一维中，

对一个长度为 l 的区间求和，项数是 O(l)。但在二维中，对一个半径为 l 的圆盘求和，项数则

变为 O(l2)。在使用三角不等式对格林函数矩阵元的和进行简单估计时，这种 O(l2) 的增长速

度过快，导致原有证明中的幂次计数（power-counting）失效，使得误差项无法被有效控制 
[31]。 

●​ 解决方案：类中心极限定理（CLT-like）的抵消机制：为了克服这一困难，研究团队引入了一个

关键的新工具：一个针对格林函数矩阵元的类中心极限定理（CLT-type）估计。这个定理的本

质是证明，如果两对格点索引 (x,y) 和 (x′,y′) 在空间上相距足够远，那么对应的格林函数矩阵

元 (Gt​)xy​ 和 (Gt​)x′y′​ 在统计上是近似独立的。这种统计独立性意味着，当对大量这样的项求

和时，会发生类似于随机行走中的平方根抵消效应。因此，原本按 O(l2) 增长的和，其涨落的

典型尺度被改进为更温和的 O(l)。这个关键的改进使得二维情况下的幂次计数得以闭合，证

明得以顺利进行 [31]。 



4.2 三维前沿：新的沃德不等式和逐点近似 
将证明进一步推广到三维及更高维度（d≥3）的工作，由杜波娃、杨帆、姚鸿泽和尹骏在论文

arXiv:2507.20274中呈现 [17]。这一步遇到了更为深刻的分析难题。 

●​ 新的挑战： 
○​ L∞-稳定性：在 d≥3 维中，格林函数的传播子（即矩阵元 Gxy​）会随着距离 ∣x−y∣ 的增加

而呈现幂律衰减，其衰减行为大致为 ∣x−y∣−(d−2)。这种衰减特性使得之前在低维中行

之有效的 L∞ 范数稳定性估计变得不再充分，无法控制层级方程的长期行为 [17]。 
○​ 2-圈的逐点近似：证明的关键一步是需要精确的逐点近似，即 Lab(2)​≈Kab(2)​。然而，2-

圈的演化方程依赖于更高阶的圈（n≥3），而对于这些高阶圈，我们只有较弱的 L∞ 界。如

何仅利用高阶圈的粗略信息来获得低阶圈的精确逐点信息，成为一个巨大的技术障碍 
[17]。 

●​ 解决方案： 
○​ 广义沃德不等式：为了解决 L∞-稳定性的问题，研究团队推导并应用了一类新的“广义沃

德不等式”。与经典的沃德恒等式不同，这些新的不等式直接作用于圈观测量的大小（绝

对值），从而提供了在强衰减背景下进行稳定性控制的必要工具 [17]。 
○​ 精细化的图展开方法：为了控制2-圈方程中的误差项，他们发展了更为精细的图展开技

术。通过对误差项进行图展开，他们能够识别并分离出贡献最大的图，并证明通过产生

额外的“长边”（即相距很远的格点之间的格林函数矩阵元，其值很小），可以为误差项提

供必要的衰减因子，从而保证近似的精确性 [17]。 

4.3 维度对证明结构的影响 
从一维到三维的推广过程清晰地揭示了，系统的维度不仅仅是方程中的一个参数，它从根本上决

定了问题的数学结构和分析的难度。 

●​ 一维系统中的随机行走是常返的，格林函数没有衰减，问题主要在于控制层级结构的组合复

杂性。 
●​ 二维系统中的随机行走是临界的，这体现在求和的对数发散上，需要引入统计独立性和CLT

抵消机制来处理。 
●​ 三维及更高维系统中的随机行走是瞬逝的，格林函数具有幂律衰减，这虽然在某种程度上有

利于局域化，但也使得全局稳定性的证明变得更加困难，需要引入新的分析工具如广义沃德

不等式。 

这一系列证明的演进，本身就是一堂关于数学物理中维度效应的深刻课程。它展示了姚-尹团队发
展的动力学框架的强大适应性，能够通过不断引入新的、与维度特性相匹配的数学工具来应对日

益增长的挑战。这表明，对无序系统的深刻理解，必须建立在对概率随机性与底层晶格几何之间

相互作用的精细分析之上。 

5. 一个比较的视角：埃尔德什-里亚博夫的“之字形策略” 
在姚-尹团队发展其圈层级方法的同时，另一组顶尖的数学物理学家，埃尔德什·拉斯洛和沃洛迪

米尔·里亚博夫，也从一个不同但同样基于动力学的角度，对随机带状矩阵的离域化问题发起了攻

击。他们的方法，被称为“之字形策略”（Zigzag Strategy），其成果发表在预印本论文

arXiv:2506.06441中。这两种方法的几乎同时出现，为解决这一重大难题提供了两条殊途同归的



路径，它们的比较揭示了现代随机矩阵理论中一些最深刻的思想。 

5.1 另一种动力学方法：“之”与“字”流的串联 
“之字形策略”同样是一种迭代的动力学证明方法，其目标也是从谱参数远离实轴的简单区域出发

，逐步逼近物理上困难但有趣的实轴区域 [38]。该策略的核心是两种不同随机流的交替应用： 

●​ “之”步骤（Zig Step）：在这一步中，研究者们使用一个精心设计的常微分方程，即所谓的“特
征流”（characteristic flow），来演化谱参数 z，使其虚部减小，从而向实轴靠近。这个特征流

的选择并非任意，其目的在于精确抵消格林函数随机微分方程中的主导项。然而，这个操作

的代价是，它会给原有的随机矩阵系综引入一个微小的高斯分量 [38]。 
●​ “字”步骤（Zag Step）：这一步的目标是消除“之”步骤中引入的高斯分量，使矩阵系综恢复到

原来的形式。这是通过一个“格林函数比较”（Green's function comparison, GFT）论证来实

现的，其背后的驱动力是奥恩斯坦-乌伦贝克（Ornstein-Uhlenbeck）流。在这一步中，谱参数 
z 保持不变。GFT论证的威力在于它可以精确地比较两个分布非常接近的随机矩阵的格林函

数，但它只能处理微小的扰动。因此，一次“字”步骤只能消除一个很小的高斯分量 [38]。 

整个策略就是不断地重复“之”与“字”这两个步骤。每一步“之”都让谱参数更接近实轴一点点，同

时引入一点点高斯噪声；紧接着一步“字”再把这点噪声消除掉。通过成百上千次的迭代，就可以

安全地从“平凡”的区域“之字形”地走到实轴附近，并在此过程中建立起对格林函数的精确控制，

即局域定律。 

5.2 与圈层级方法的方法论差异 
尽管两种方法都采用了动力学思想，但它们的哲学和技术实现却截然不同。 

●​ 核心研究对象：姚-尹方法的核心是研究格林函数的各阶矩，即G-圈 L，并通过与一个可解的

近似模型 K 进行比较来控制它们。而埃尔德什-里亚博夫方法则直接研究格林函数 G 本身，

通过比较在不同参数点（谱参数 z 和高斯分量大小 t）的格林函数的统计定律来进行控制。 
●​ 近似方式：圈层级方法的核心是一次性的“大”近似（L≈K），然后花费巨大的精力去控制这个

近似的误差。而之字形策略则是一系列“小”的、受控的微扰（反复添加和移除高斯分量）。 
●​ 技术复杂性：圈层级方法涉及复杂的组合结构（树图、圈图）和随机微分方程层级。之字形

策略则涉及对随机流的稳定性算符的精细分析和对累积量展开的控制。两者都极具技术挑战

性，但它们从不同的数学角度切入了问题的核心。 

5.3 普适性与适用范围：超越高斯系综 
埃尔德什-里亚博夫工作的一个极其重要的成就是其结果的普适性。他们的证明不仅适用于高斯

随机矩阵，而且对具有任意矩阵元分布（只要满足一定的矩条件）和通用方差分布的随机带状矩阵

都成立 [18]。这极大地推广了姚-尹团队最初的结果，后者主要针对的是具有特定结构（复厄米高

斯块状带状矩阵）的模型 [18]。 

这种更广泛的普适性表明，“之字形策略”在证明随机矩阵理论中的核心主题——普适性（即局域

谱统计不依赖于随机变量的具体分布细节）——方面可能具有更强的鲁棒性。 

这两种方法的出现，是数学证明中“趋同演化”的一个绝佳范例。两个独立的顶尖团队，几乎在同

一时间，都意识到解决这个长期停滞的问题需要从静态转向动力学视角。这标志着该领域的一次



范式转移。现在，研究界拥有了两套强大且互补的动力学工具箱。圈层级方法似乎更适用于具有

特殊代数结构（如高斯分布）的模型，可能能够提供更精细的结构信息；而之字形策略则在证明普

适性方面显示出巨大的威力。两者的共存极大地丰富和加强了整个领域。 

表2：近期离域化证明的方法论比较 
| 特征 | 姚-尹“圈层级”方法 | 埃尔德什-里亚博夫“之字形策略” | 
| :--- | :--- | :--- | 
| 核心动力学对象 | G-圈（G 的各阶矩）[13] | 格林函数 G 本身 [38] | 
| 演化类型 | 矩阵布朗运动 & z-流 [13] | 特征流 & OU流的串联 [38] | 
| 近似方法 | 与可解的“本原层级”比较 [13] | 迭代的格林函数比较（GFT）[39] | 
| 关键抵消机制 | 本原圈的“零和性质” [13] | 随机流的稳定性与累积量展开 [39] | 
| 初始结果范围 | 复高斯块状带状矩阵 [18] | 通用矩阵元分布和方差剖面 [18] | 
| 主要优势 | 对矩结构的显式控制 | 高度的普适性和鲁棒性 | 
这张表格为研究人员提供了一个清晰的路线图，帮助他们理解当前最前沿的两种证明策略的核心

差异和各自的优势。它揭示了在特定模型（如高斯模型）中寻求更精细结构信息（姚-尹方法）与追

求更广泛普适性（埃尔德什-里亚博夫方法）之间的权衡。 

6. 综合与未来展望 
6.1 突破的意义：一个数十年难题的解决 
姚-尹及其合作者，以及埃尔德什-里亚博夫的工作，共同构成了对随机带状矩阵离域化问题的一

次决定性胜利。学术界普遍认为，这是自20世纪80年代以来在该领域取得的最重大的进展 [1]。这
些证明首次为一种与安德森模型密切相关的非平均场模型中的离域相提供了严格的数学基础，从

而解决了随机矩阵理论中一个悬而未决的核心猜想 [15]。 

这些成果的意义是多方面的。首先，它们为物理学家长期以来通过数值模拟和标度理论建立的物

理图像提供了坚实的数学支撑。其次，从一维到三维的快速推广，以及对非高斯系综的普适性证

明，展示了新发展的动力学方法的惊人威力与广阔前景 [1]。这些方法本身已成为数学物理领域的

宝贵财富，为研究其他相关的复杂系统提供了全新的工具箱。 

6.2 重访安德森模型：我们能推断什么？ 
尽管RBM的离域化证明并不直接等同于对原始安德森模型的证明，但它为后者存在离域相提供

了迄今为止最强的间接证据。物理学界普遍相信，RBM中的临界带宽 Wc​(d) 与安德森模型中的临

界无序强度 λc​(d) 之间存在深刻的对应关系，即 Wc​(d)∼1/λc​(d) [26]。在RBM模型上取得的成功，

无疑为最终攻克安德森猜想指明了方向，并提供了强有力的技术储备。 

未来的主要挑战在于，如何将这些强大的、基于统计和动力学的证明方法，应用于一个随机性来

源完全不同（纯对角随机势能 vs. 全带随机矩阵元）的模型。这需要对现有方法进行根本性的改造

，以适应安德森模型中确定性的非对角跃迁项。这无疑是一个巨大的挑战，但现在至少有了一条

清晰可见的路径。 

6.3 开放性问题：临界点、非厄米系统与多体局域化 



一个重大问题的解决，往往不是研究的终点，而是开启一片新大陆的起点。RBM离域化证明的完

成，为研究无序量子系统中的一系列更深层次、更复杂的问题奠定了坚实的基础。根据

2024-2025年最新的研究动态，以下几个方向正成为新的前沿： 

●​ 临界点行为：目前的证明在强离域区（W≫N​）成立。而在相变临界点（W≈N​）附近，系统的行为

预计将由一种全新的、具有多重分形特征的奇异统计规律所支配。理解和描述这个临界点的

物理和数学，是当前最重要的开放问题之一 [15]。 
●​ 非厄米系统：近年来，开放量子系统中的物理学引起了极大的关注。在这些系统中，哈密顿量

不再是厄米（Hermitian）的，这代表着系统与环境之间存在能量的增益或损耗。无序与非厄米

性的相互作用，催生了许多新奇的物理现象，如非厄米趋肤效应（non-Hermitian skin effect）
和全新的局域化相变类型。如何将新的动力学证明工具推广到非厄米RBM和安德森模型，是

一个充满机遇的研究方向 [40]。 
●​ 多体局域化（Many-Body Localization, MBL）：在存在粒子间相互作用的无序系统中，是否

还能发生局域化？这是凝聚态物理中最前沿、最活跃的领域之一。虽然在一维系统中已经有

了一些严格的数学结果，但对更高维度或更一般情况的理解还非常有限 [19]。从单粒子RBM
问题中获得的洞见，特别是关于遍历性破缺的机制，可能会为理解更为复杂的MBL现象提供

新的思路。 
●​ 新型无序：最近的研究开始探索由“结构无序”（如格点位置的随机性）而非势能无序导致的局

域化。初步的数值和理论分析表明，这种结构无序驱动的相变可能属于与传统安德森相变相

同的普适类。这极大地扩展了安德森范式的适用范围，并提出了新的数学挑战 [47]。 
●​ 新的理论框架：与此同时，一些新的理论框架也在不断涌现，例如“局域化景观理论”（

localization landscape theory）。这种理论试图通过求解一个辅助的泊松方程，来预测局域

化区域的空间分布，为理解局域化现象提供了全新的几何视角 [48]。 

总之，RBM离域化猜想的解决，标志着无序系统研究进入了一个新时代。它不仅为六十多年前的

物理直觉提供了严格的数学基石，更重要的是，它所催生的强大数学工具，正被迅速应用于探索

量子物理中更为广阔和未知的领域。未来十年，我们有理由期待在这些新的前沿方向上看到同样

激动人心的突破。 
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